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Ïðåäèñëîâè� 

Ñîäåðæàíè� ïðåäëàãàåìîã� ïîñîáè� îñíîâàí� í� ìàòåðèàëà� ëåêöè
îííû� êóðñî� ï� òåîðè� èã� � ìàòåìàòè÷åñêî� ýêîíîìèêå, ÷èòàâøèõñ� 
àâòîðàì� � òå÷åíè� ðÿä� ëå� í� ôàêóëüòåò� âû÷èñëèòåëüíî� ìàòåìàòèê� 
� êèáåðíåòèê� ÌÃ� èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. 

� îòëè÷è� î� èçäàííî� ðàíå� ó÷åáíî� ëèòåðàòóð� îñíîâíî� âíèìàíè� 
óäåëÿåòñ� òåîðè� íåêîîïåðàòèâíû� èã� � å� ýêîíîìè÷åñêè� ïðèëîæåíè
ÿì. Èçëàãàþòñ� íîâû� ðàçäåë� òåîðèè: èåðàðõè÷åñêè� � ñòàòèñòè÷åñêè� 
èãðû, ìåòîä� ïîèñê� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, äîêàçàòåëüñòâ� ñõîäèìîñò� 
ìåòîä� Áðàóí� äë� ìàòðè÷íû� èã� � äð. Ðàññìàòðèâàþòñ� ìîäåë� íåñî
âåðøåííî� êîíêóðåíöèè, çàäà÷� îïòèìàëüíîã� íàëîãîîáëîæåíè� � îðãà
íèçàöè� íàëîãîâî� èíñïåêöèè. Äë� ÷èòàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñ� ìàòåìà
òè÷åñêèì� îñíîâàíèÿì� òåîðè� èãð, � ïðèëîæåíè� äàí� äîêàçàòåëüñòâ� 
òåîðåì� î� îòäåëÿþùå� ãèïåðïëîñêîñòè, òåîðåì� Õåëë� � ïåðåñå÷åíè� 
âûïóêëû� êîìïàêòî� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà, òåîðåì� Áðàóýð� � Êà
êóòàí� � íåïîäâèæíî� òî÷êå. 

Ïîñîáè� ìîæå� áûò� èñïîëüçîâàí� äë� ÷òåíè� êóðñî� ï� òåîðè� èã� � 
ìàòåìàòè÷åñêî� ýêîíîìèê� ñòóäåíòàì, îáó÷àþùèìñ� ï� ñïåöèàëüíîñòÿ� 
"Ïðèêëàäíà� ìàòåìàòèêà"� "Ýêîíîìè÷åñêà� êèáåðíåòèêà". Ïðåäïîëàãà
åòñ� çíàêîìñòâ� ÷èòàòåëå� � íà÷àëüíûì� êóðñàì� ìàòåìàòè÷åñêîã� àíà
ëèçà, ëèíåéíî� àëãåáð� � òåîðè� âåðîÿòíîñòåé. Ïðåäëàãàåìû� � êàæäî� 
ïàðàãðàô� ïðèìåð� � óïðàæíåíè� ñïîñîáñòâóþ� àêòèâíîì� óñâîåíè� 
ìàòåðèàë� � ïîçâîëÿþ� èñïîëüçîâàò� ïîñîáè� òàêæ� äë� ïðîâåäåíè� ñå
ìèíàðñêè� çàíÿòèé. Ïîñëåäíè� ðàçäå� ñîäåðæè� ðåøåíè� âñå� óïðàæ
íåíèé. Êàæäà� ãëàâ� ñíàáæåí� áèáëèîãðàôè÷åñêè� êîììåíòàðèåì, ïîç
âîëÿþùè� çàèíòåðåñîâàííîì� ÷èòàòåë� áîëå� ãëóáîê� èçó÷èò� ñîîòâåò
ñòâóþùó� òåìó. 

Àâòîð� ïðèçíàòåëüí� âñå� êîëëåãà� ï� êàôåäð� èññëåäîâàíè� îïå
ðàöè� ç� ïîääåðæê� � ñîâåòû, â� ìíîãî� îïðåäåëèâøè� ñòðóêòóð� êíèã� 
� ñòèë� å� èçëîæåíèÿ. Ì� òàêæ� áëàãîäàðí� Ïîëèí� Âàñèíîé, Åâãåíè� 
Æèãëîâó, Þëè� Ñîñèíîé, Àëåêñå� Òåïëîâó, Åëåí� Òûðòûøíèêîâî� � 
Êèðèëë� ×îêïàðîâ� ç� ïîìîù� ïð� ïîäãîòîâê� ïîñîáèÿ. 
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��1. Ââåäåíè� 

Òåîðèå� èã� íàçûâàåòñ� ìàòåìàòè÷åñêà� òåîðè� ïðèíÿòè� ðåøåíè� � 
êîíôëèêòíû� ñèòóàöèÿõ. Ïîÿñíè� ýò� îïðåäåëåíèå. Ïðîñòåéøè� ìîäåë� 
ïðèíÿòè� ðåøåíè� ðàññìàòðèâàþòñ� � êóðñà� ìàòåìàòè÷åñêîã� àíàëè
ç� � îïòèìèçàöèè. � ýòè� ìîäåëÿ� ëèöî, ïðèíèìàþùå� ðåøåíè� (ËÏÐ), 
âûáèðàå� ñâî� äåéñòâè� è� íåêîòîðîã� ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� (íàïðèìåð, 
ìíîæåñòâ� ïëàíî� ïðîèçâîäñòâ� � çàäà÷� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíèÿ). 
Çàäàí� öåëåâà� ôóíêöèÿ, êîòîðà� îòðàæàå� èíòåðåñ� ËÏ� � çàâèñè� î� 
âûáðàííî� è� ñòðàòåãè� (íàïðèìåð, ôóíêöè� ïðèáûëè, çàâèñÿùà� î� 
íàçíà÷åííîã� ïëàí� ïðîèçâîäñòâà). Çàäà÷� ïðèíÿòè� ðåøåíè� � ýòî� ïî
ñòàíîâê� ñîñòîèò, êà� ïðàâèëî, � òîì, ÷òîá� íàéò� ñòðàòåãèþ, äîñòàâëÿ
þùó� ìàêñèìó� öåëåâî� ôóíêöèè. 

Îòëè÷è� êîíôëèêòíî� ñèòóàöè� � òîì, ÷ò� ðåøåíè� ïðèíèìàåòñ� í� 
îäíè� èíäèâèäóóìîì, � íåñêîëüêèì� ó÷àñòíèêàìè, � ôóíêöè� âûèãðû
ø� êàæäîã� èíäèâèäóóì� çàâèñè� í� òîëüê� î� åã� ñòðàòåãèè, í� òàêæ� 
� î� ðåøåíè� äðóãè� ó÷àñòíèêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêà� ìîäåë� òàêîã� ðîä� 
êîíôëèêò� íàçûâàåòñ� èãðîé, � ó÷àñòíèê� êîíôëèêò� − èãðîêàìè. 

� ðàìêà� òåîðè� èã� ñóùåñòâóþ� äâ� îñíîâíû� íàïðàâëåíèÿ. Òåîðè� 
íåêîîïåðàòèâíû� èã� èçó÷àå� ïðèíÿòè� ðåøåíè� � ïðåäïîëîæåíèè, ÷ò� 
ñóùåñòâóå� ìåõàíèçì, îáåñïå÷èâàþùè� âûïîëíåíè� ñîâìåñòí� ïðèíÿòîã� 
ðåøåíèÿ. Ïð� ýòî� îñíîâíà� ïðîáëåì� − óêàçàò� ìíîæåñòâ� âçàèìîâû
ãîäíû� ðåøåíè� � ó÷åòî� èíòåðåñî� � ñàìîñòîÿòåëüíû� âîçìîæíîñòå� 
îòäåëüíû� èãðîêî� � êîàëèöèé, ò� åñò� ãðóï� ñîâìåñòí� äåéñòâóþùè� 
èãðîêîâ. Åñë� ýò� ìíîæåñòâ� âêëþ÷àå� íåñêîëüê� âàðèàíòî� ðåøåíèÿ, 
ò� âîçíèêàå� òàêæ� çàäà÷� âûðàáîòê� êðèòåðè� îïòèìàëüíîñòè, êîòî
ðû� ïîçâîëè� á� íàéò� åäèíñòâåííîå, íàèëó÷øå� � íåêîòîðî� ñìûñë� 
ðåøåíèå. � íàñòîÿùå� ïîñîáè� îñíîâíû� ïîíÿòè� � íåêîòîðû� ðåçóëüòà
ò� òåîðè� êîîïåðàòèâíû� èã� èçëîæåí� � � 15. 

Íåêîîïåðàòèâíû� èãð� îòðàæàþ� ñèòóàöèè, � êîòîðû� èãðîê� äåé
ñòâóþ� ñàìîñòîÿòåëüíî, íåçàâèñèì� äðó� î� äðóãà, � åñë� êàêèå-ò� ñîãëà
øåíè� çàêëþ÷àþòñÿ, ò� îí� í� ÿâëÿþòñ� îáÿçûâàþùèìè: êàæäû� èãðî� 
ìîæå� îòêëîíèòüñ� î� äîãîâîðåííîñòè. Òàêè� èãðà� óäåëÿåòñ� îñíîâíî� 
âíèìàíè� � äàííî� ïîñîáèè. 

Åñë� èãðîêî� äâîå, � èíòåðåñ� è� ïðîòèâîïîëîæíû, ò� èãð� íàçû
âàåòñ� àíòàãîíèñòè÷åñêîé. Òèïè÷íûì� ïðèìåðàì� àíòàãîíèñòè÷åñêè� 
èã� ÿâëÿþòñ� øàõìàòû, øàøêè, "êðåñòèêè-íîëèêè", � òàêæ� àçàðòíû� 
èãð� òèï� "îðëÿíêè". Ïð� ïðîâåäåíè� âîåííû� îïåðàöè� íàïàäàþùà� 
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� 1. Ââåäåíè�


ñòîðîí� îáû÷í� ñòðåìèòñ� íàíåñò� ïðîòèâíèê� ìàêñèìàëüíû� óùåðá, � 
ïðîòèâíè� ñòðåìèòñ� ýòî� óùåð� ìèíèìèçèðîâàòü. Ïîýòîì� � òàêè� ñëó
÷àÿ� âîåííó� îïåðàöè� ìîæí� èçó÷àò� êà� àíòàãîíèñòè÷åñêó� èãðó. 

� íåêîòîðû� çàäà÷à� öåëåâà� ôóíêöè� ËÏ� çàâèñè� î� íåîïðåäåëåí
íîã� ôàêòîð� (íàïðèìåð, ïîãîäíû� óñëîâèé). Ðàññ÷èòûâà� í� "õóäøè� 
ñëó÷àé", ïðåäïîëàãàþò, ÷ò� ýòî� ôàêòî� − ñòðàòåãè� ïðîòèâíèêà, èìå
þùåã� ïðîòèâîïîëîæíû� èíòåðåñû. Âîçíèêàå� èãð� ïðîòè� "ïðèðîäû", 
òàêæ� îòíîñÿùàÿñ� � àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãðàì. Òàêè� èãð� ðàññìàòðè
âàþòñ� � ïåðâî� ãëàâå. 

Âòîðà� � òðåòü� ãëàâ� ïîñâÿùåí� íåàíòàãîíèñòè÷åñêè� èãðàì. Ýêî
íîìèê� � ñîöèàëüíà� ñôåð� äàþ� ìíîãî÷èñëåííû� ïðèìåð� òàêè� èãð. 
Ïóñò� íåñêîëüê� ôèð� êîíêóðèðóþ� í� òîâàðíî� ðûíê� � çàèíòåðåñîâà
í� � óâåëè÷åíè� ñâîè� äîõîäîâ. Öåí� í� ïðîäóêöè� îïðåäåëÿåòñ� ñïðî
ñî� í� òîâà� � êîëè÷åñòâî� âûïóùåííî� ïðîäóêöèè. Òåîðè� èã� ïðåä
ïèñûâàå� ôèðìàì-èãðîêà� íàçíà÷àò� âûïóñ� ïðîäóêöè� � òàêè� êîëè
÷åñòâàõ, ïð� êîòîðû� êàæäîì� îòäåëüí� âçÿòîì� èãðîê� áûë� á� íåâû
ãîäí� îòêëîíÿòüñ� î� ïðåäïèñàííîã� îáúåìà. Ñîîòâåòñòâóþùè� íàáî� 
ñòðàòåãè� íàçûâàþ� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. Äðóãè� ïðèìåðî� ÿâëÿþò
ñ� èåðàðõè÷åñêè� èãðû, îòðàæàþùè� âçàèìîäåéñòâè� ìåæä� âåðõíè� � 
íèæíè� çâåíüÿì� óïðàâëåíè� (íà÷àëüíèêî� � ïîä÷èíåííûì, çàêàç÷è
êî� � ïðîèçâîäèòåëå� ïðîäóêöè� � ò.ï.). Çäåñ� îáû÷í� èíòåðåñóþòñ� í� 
ðàâíîâåñèå� � èãðå, � íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòàòîì, êî
òîðû� ìîæå� ñåá� îáåñïå÷èò� èãðîê-ëèäåð, ïåðâû� ñîîáùàþùè� ñâî� 
ñòðàòåãè� äðóãîì� èãðîêó. Çíà÷èòåëüíî� âíèìàíè� � óêàçàííû� ãëàâà� 
óäåëÿåòñ� òàêæ� ðåøåíèÿ� ï� äîìèíèðîâàíèþ. 

� ÷åòâåðòî� ãëàâ� äàåòñ� êðàòêî� ââåäåíè� � ìàòåìàòè÷åñêó� ýêî
íîìèê� � ðàññìàòðèâàþòñ� ïðèëîæåíè� òåîðè� íåêîîïåðàòèâíû� èã� � 
àíàëèç� àêòóàëüíû� ýêîíîìè÷åñêè� ïðîáëåì. Îäí� è� íè� − èññëåäî
âàíè� ýêîíîìè÷åñêè� ðûíêî� � óñëîâèÿ� íåñîâåðøåííî� êîíêóðåíöè� � 
îöåíê� îòêëîíåíè� îæèäàåìîã� ñîñòîÿíè� ðûíê� î� êîíêóðåíòíîã� ðàâ
íîâåñèÿ. Èçëîæåííà� � � 18 òåîðåì� áëàãîñîñòîÿíè� äë� îäíîïðîäóêòî
âî� ýêîíîìèê� ïîêàçûâàåò, ÷ò� ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� ÿâ
ëÿåòñ� îïòèìàëüíû� � òî÷ê� çðåíè� ñóììàðíîã� âûèãðûø� âñå� ó÷àñò
íèêîâ. � � 19 ðàññìàòðèâàþòñ� ìîäåë� ðûíî÷íî� êîíêóðåíöè� ï� Êóðí� 
� Áåðòðàíó, � òàêæ� àóêöèî� ôóíêöè� ïðåäëîæåíèÿ. Ïðîâîäèòñ� ñðàâíå
íè� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � ðåøåíè� ï� äîìèíèðîâàíè� � êîíêóðåíòíû� 
ðàâíîâåñèåì. 

� �� 20, 21 îáñóæäàþòñ� ìîäåëè, ñâÿçàííû� � ôóíêöèîíèðîâàíèå� 
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� 1. Ââåäåíè�


íàëîãîâî� ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàþòñ� ïðîñòåéøè� çàäà÷� îïòèìàëüíîã� 
âûáîð� íàëîãîâû� ñòàâî� äë� ôèíàíñèðîâàíè� áþäæåòíîã� ñåêòîðà, � 
òàêæ� ìîäåë� îðãàíèçàöè� íàëîãîâû� ïðîâåðî� � óñëîâèÿ� óêëîíåíè� � 
êîððóïöèè. 

7




〈 〉

ÃËÀÂ� I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ� ÈÃÐ�


��2. Ñåäëîâû� òî÷ê� � àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð�


Ïóñò� ôóíêöè� F (x, y) îïðåäåëåí� í� äåêàðòîâî� ïðîèçâåäåíè� 
X × Y, ãä� X, Y − ìíîæåñòâ� ïðîèçâîëüíî� ïðèðîäû. 

Îïðåäåëåíèå. Ïàð� (x0, y0) ∈ X × Y íàçûâàåòñ� ñåäëîâî� òî÷êî� 
ôóíêöè� F (x, y) í� X × Y, åñë� 

F (x, y 0) ≤ F (x 0 , y 0) ≤ F (x 0 , y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y (2.1) 

èëè, ýêâèâàëåíòíî, 

max F (x, y 0) = F (x 0 , y 0) = min F (x 0 , y). 
x∈X y∈Y 

Ïîíÿòè� ñåäëîâî� òî÷ê� èñïîëüçóåòñ� � îïðåäåëåíè� ðåøåíè� àíòà
ãîíèñòè÷åñêî� èãðû. 

Îïèøå� àíòàãîíèñòè÷åñêó� èãðó. � íå� ïðèíèìàþ� ó÷àñòè� äâ� èã
ðîê� 1 � 2 (ïåðâû� � âòîðîé). Èãðî� 1 âûáèðàå� ñòðàòåãè� x è� ìíîæå
ñòâ� ñòðàòåãè� X, èãðî� 2 âûáèðàå� ñòðàòåãè� y è� ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� 
Y. Íîðìàëüíà� ôîðì� èãð� ïîäðàçóìåâàåò, ÷ò� êàæäû� èãðî� âûáèðà
å� ñâî� ñòðàòåãè� íåçàâèñèìî, í� çíà� âûáîð� ïàðòíåðà. Çàäàí� ôóíê
öè� âûèãðûø� F (x, y) ïåðâîã� èãðîêà, îïðåäåëåííà� í� X × Y. Âûèãðû� 
F (x, y) ïåðâîã� èãðîê� ÿâëÿåòñ� ïðîèãðûøå� äë� âòîðîãî. Öåë� ïåðâîã� 
èãðîê� ñîñòîè� � óâåëè÷åíè� ñâîåã� âûèãðûø� F (x, y), � öåë� âòîðîã� −
� óìåíüøåíè� F (x, y). 

Òàêè� îáðàçîì, àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� çàäàåòñ� íàáîðî� 
Γ = X, Y, F (x, y) . Òåðìèí� "âûèãðûø"� "èãðîê"ñëîæèëèñ� èñòî
ðè÷åñêè, êîãä� àíàëèçèðîâàëèñ� ïðåèìóùåñòâåíí� àçàðòíû� èãðû. Ýò� 
òåðìèí� í� ñîâñå� òî÷íûå. Íàïðèìåð, åñë� çíà÷åíè� F (x, y) < 0, ò� "âû
èãðûø"ïåðâîã� èãðîê� ÿâëÿåòñ� ôàêòè÷åñê� åã� ïðîèãðûøåì. Êðîì� òî
ãî, ðàññìàòðèâàþ� èãðû, ãä� F (x, y) ÿâëÿåòñ� í� äåíåæíû� âûèãðûøåì, 
à, ñêàæåì, âåðîÿòíîñòü� ïîðàæåíè� öåëè. Èãðî� 2 ìîæå� í� áûò� èíòåë
ëåêòóàëüíû� ïðîòèâíèêîì. ×àñò� ðàññìàòðèâàþ� èãð� ïðîòè� "ïðèðî
äû". 

Âåðíåìñ� � îïðåäåëåíè� ñåäëîâî� òî÷êè, êîòîðî� ìîæí� ïðèäàò� 
ñëåäóþùè� èãðîâî� ñìûñë. Åñë� èãðîê� âûáðàë� � êà÷åñòâ� ñòðàòåãè� 
êîìïîíåíò� x0, y0 ñåäëîâî� òî÷êè, ò� êàæäîì� è� íè� íåâûãîäí� îòêëî
íÿòüñ� î� âûáðàííî� ñòðàòåãèè. Ïîýòîì� ñåäëîâà� òî÷ê� ÿâëÿåòñ� ôîð
ìàëèçàöèå� êîíöåïöè� ðàâíîâåñè� � èãðå. 
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� 2. Ñåäëîâû� òî÷ê� � àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð�


Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷ò� àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� Γ èìåå� ðåøåíèå, 
åñë� ôóíêöè� F (x, y) èìåå� í� X × Y ñåäëîâó� òî÷êó. Ïóñò� (x0, y0) −
ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). Òîãä� òðîéê� 
(x0, y0, v = F (x0, y0)) íàçûâàåòñ� ðåøåíèå� èãðû, x0, y0 − îïòèìàëüíû
ì� ñòðàòåãèÿì� èãðîêîâ, � v − çíà÷åíèå� èãðû. 

Ïîêàæåì, ÷ò� çíà÷åíè� èãð� í� çàâèñè� î� âûáîð� ñåäëîâî� òî÷êè. 

Ëåìì� 2.1. Åñë� (x0, y0), (x∗, y∗) − äâ� ñåäëîâû� òî÷ê� ôóíêöè� 
F (x, y) í� X × Y, ò� F (x0, y0) = F (x∗, y∗). 

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðÿä� � (2.1), âûïèøå� àíàëîãè÷íû� íåðàâåíñòâ� 
äë� ñåäëîâî� òî÷ê� (x∗, y∗) 

F (x, y∗) ≤ F (x∗, y∗) ≤ F (x∗, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. (2.2) 

Èìåå� 

(2.2) (2.1) (2.1) (2.2) 

F (x∗, y∗) ≤ F (x∗, y 0) ≤ F (x 0 , y 0) ≤ F (x 0 , y∗) ≤ F (x∗, y∗). 

Çäåñ� âñ� íåðàâåíñòâ� âûïîëíåí� êà� ðàâåíñòâà. 
Âàæíåéøè� êëàñ� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èã� îáðàçóþ� ìàòðè÷íû� èãðû. 

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� Γ íàçûâàåòñ� ìàòðè÷íîé, åñë� 
ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� èãðîêî� êîíå÷íû: X = {1, ..., m}, Y = {1, ..., n}. 
Ïð� ýòî� ïðèíÿò� îáîçíà÷àò� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� ÷åðå� i, ñòðà
òåãè� âòîðîã� ÷åðå� j, � âûèãðû� ïåðâîã� F (i, j) ÷åðå� aij. Ìàòðèö� 
A = (aij)m×n íàçûâàåòñ� ìàòðèöå� èãðû. Ïåðâû� èãðî� âûáèðàå� � íå� 
íîìå� ñòðîê� i, � âòîðî� − íîìå� ñòîëáö� j. 

� îáîçíà÷åíèÿ� ìàòðè÷íî� èãð� (i0, j0) − ñåäëîâà� òî÷ê� ìàòðèö� 
A, åñë� 

aij0 ≤ ai0j0 ≤ ai0j, i = 1, ...m, j = 1, ..., n. 

0 0 
Ïðèìå� 2.1. A = . 

0 4 

Çäåñ� (1,1) � (2,1) − äâ� ñåäëîâû� òî÷ê� � çíà÷åíè� èãð� v ðàâí� íó
ëþ. Çàìåòèì, ÷ò� a12 = v, í� (1,2) í� ÿâëÿåòñ� ñåäëîâî� òî÷êî� ìàòðèöû. 

Ïðèìå� 2.2. Èãð� "îðëÿíêà". Ïåðâû� èãðî� çàêëàäûâàå� ìîíåò� îð
ëî� (Î) èë� ðåøêî� (Ð), � âòîðî� ïûòàåòñ� îòãàäàòü. Åñë� âòîðî� èãðî� 
îòãàäàåò, ò� ïåðâû� ïëàòè� åì� åäèíèöó, åñë� í� îòãàäàåò, ò� − íàîáîðîò. 
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ÃËÀÂ� I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ� ÈÃÐ�


O P 

Çäåñ� A = 
O −1 1 

. Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� ýò� ìàòðèö� í� èìåå� 
P 1 −1 

ñåäëîâî� òî÷êè. 
Âåðíåìñ� � îáùåì� îïðåäåëåíè� ñåäëîâî� òî÷ê� � àíòàãîíèñòè÷å

ñêî� èãðû. Âîçíèêàþ� äâ� âîïðîñà. Êîãä� àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� èìåå� 
ðåøåíèå, ò.å. êîãä� ôóíêöè� F (x, y) èìåå� ñåäëîâó� òî÷ê� í� X × Y ? 
Êà� èñêàò� ñåäëîâû� òî÷êè, åñë� èçâåñòíî, ÷ò� îí� ñóùåñòâóþò? 

Ðàññìîòðè� èãð� Γ � òî÷ê� çðåíè� ïåðâîã� èãðîêà. Ïóñò� î� âûáðà� 
ñòðàòåãè� x. ßñíî, ÷ò� åã� âûèãðû� áóäå� í� ìåíüøå, ÷å� inf F (x, y). 

y∈Y 
Âåëè÷èí� inf F (x, y) íàçîâå� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòàòî� (âûèãðû

y∈Y 
øåì) äë� ïåðâîã� èãðîêà. Íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� äë� 
ïåðâîã� èãðîê� v = sup inf F (x, y) íàçûâàåòñ� íèæíè� çíà÷åíèå� èãðû. 

x∈X y∈Y 

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãè� x0 ïåðâîã� èãðîê� íàçûâàåòñ� ìàêñèìèííîé, 
åñë� inf F (x0, y) = v. 

y∈Y 
Ðàññìîòðè� èãð� Γ � òî÷ê� çðåíè� âòîðîã� èãðîêà. Åñë� î� âûáðà� 

ñòðàòåãè� y, ò� äë� íåã� åñòåñòâåíí� ñ÷èòàò� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëü
òàòî� âåëè÷èí� sup F (x, y). Ïðîèãðû� âòîðîã� èãðîê� áóäå� í� áîëüùå, 

x∈X 
÷å� ýò� âåëè÷èíà. Íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� äë� âòîðîã� 
èãðîê� v = inf sup F (x, y) íàçûâàåòñ� âåðõíè� çíà÷åíèå� èãðû. 

y∈Y x∈X 

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãè� y0 âòîðîã� èãðîê� íàçûâàåòñ� ìèíèìàêñíîé, 
åñë� sup F (x, y0) = v. 

x∈X 

Ëåìì� 2.2. � ëþáî� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� Γ ñïðàâåäëèâ� íåðàâåí
ñòâ� v ≤ v.� 

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìå� ïðîèçâîëüíû� ñòðàòåãè� èãðîêî� x � y. 
Òîãä� 

inf F (x, y) ≤ F (x, y) ≤ sup F (x, y) inf F (x, y) ≤ sup F (x, y). 
y∈Y x∈X 

⇒ 
y∈Y x∈X 

Ëåâà� ÷àñò� ïîñëåäíåã� íåðàâåíñòâ� çàâèñè� î� x, � ïðàâà� ÷àñò� − íåò. 

1Ýòîìó íåðàâåíñòâó ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: "ëó÷øå áûòü ïëîõè� 
ñðåä� õîðîøèõ, ÷å� õîðîøè� ñðåä� ïëîõèõ". 
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� 2. Ñåäëîâû� òî÷ê� � àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð�


Ïîýòîì� 

sup inf F (x, y) ≤ sup F (x, y) ∀ y ∈ Y v ≤ v. 
x∈X y∈Y x∈X 

⇒ 

Òåïåð� ñôîðìóëèðóå� íåîáõîäèìî� � äîñòàòî÷íî� óñëîâè� ñóùåñòâî
âàíè� ñåäëîâî� òî÷ê� äë� ôóíêöè� äâó� ïåðåìåííûõ. 

Òåîðåì� 2.1. 1) Äë� òîã� ÷òîá� ôóíêöè� F (x, y) í� X × Y èìåë� 
ñåäëîâó� òî÷êó, íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, ÷òîá� áûë� âûïîëíåí� ðàâåí
ñòâ� 

max inf F (x, y) = min sup F (x, y). (2.3) 
x∈X y∈Y y∈Y x∈X 

2) Ïóñò� âûïîëíåí� ðàâåíñòâ� (2.3). Ïàð� (x0, y0) òîãä� � òîëüê� òîãä� 
ÿâëÿåòñ� ñåäëîâî� òî÷êîé, êîãä� x0 − ìàêñèìèííàÿ, � y0 − ìèíèìàêñíà� 
ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíè� 1) � 2) áóäå� äîêàçûâàò� îäíîâðå
ìåííî. 

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñò� (x0, y0) − ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). Ïî
êàæåì, ÷ò� âûïîëíåí� ðàâåíñòâ� (2. 3), � x0, y0 − ìàêñèìèííà� � ìèíè
ìàêñíû� ñòðàòåãèè. Èìåå� 

v ≤ sup F (x, y 0) = F (x 0 , y 0) = v = inf F (x 0 , y) ≤ v 
x∈X y∈Y 

⇒ v ≤ v. 

Í� íåðàâåíñòâ� v ≤ v âåðí� � ñèë� ëåìì� 2.2. Ïîýòîì� v = v � � ïî
ñëåäíè� íåðàâåíñòâà� âñþä� ìîæí� ïîñòàâèò� çíàê� ðàâåíñòâ. È� ïîëó
÷åííû� ðàâåíñò� ñëåäóåò, ÷ò� x0 − ìàêñèìèííàÿ, � y0 − ìèíèìàêñíà� 
ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñò� ðàâåíñòâ� (2.3) âûïîëíåíî. Âîçüìå� x0, y0 −
ìàêñèìèííó� � ìèíèìàêñíó� ñòðàòåãè� � ïîêàæåì, ÷ò� îí� îáðàçóþ� 
ñåäëîâó� òî÷êó. Èìåå� 

F (x 0 , y 0) ≥ inf F (x 0 , y) = v 
(2
= 
.3) 
v = sup F (x, y 0) ≥ F (x 0 , y 0). 

y∈Y x∈X 

Â� âñå� íåðàâåíñòâà� ìîæí� ïîñòàâèò� çíàê� ðàâåíñò� � ïîëó÷àåì, ÷ò� 
(x0, y0) − ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). 

Çàìå÷àíèå. Åñë� âûïîëíåí� ðàâåíñòâ� (2.3), ò� ìíîæåñòâ� âñå� ñåäëî
âû� òî÷å� ïðÿìîóãîëüí� � ñîâïàäàå� � X0 ×Y 0 , ãä� X0 � Y 0 − ìíîæåñòâ� 
âñå� ìàêñèìèííû� � ìèíèìàêñíû� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 
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ÃËÀÂ� I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ� ÈÃÐ�


Óïðàæíåíè� 2.1. Äîêàæèòå, ÷ò� 3×3-ìàòðèö� í� ìîæå� èìåò� ðîâí� 
7 ñåäëîâû� òî÷åê. 

Ïðèìå� 2.3. Íàéäå� âñ� ñåäëîâû� òî÷ê� ìàòðèö� ⎛ 
A =


⎝

7 −1 −4 1

4 2 3 2

2 2 5 2

4 −3 7 −2


⎠
 .


Çäåñ� ( min aij) = (−4, 2, 2, −3) � (max aij) = (7, 2, 7, 2). Îòñþä� v = 
1≤j≤4 1≤i≤4 

v = 2, X0 = {2, 3}, Y 0 = {2, 4}. ×åòûð� ñåäëîâû� òî÷ê� îáðàçóþ� 
ìíîæåñòâ� X0 × Y 0 . 

Ïðèìå� 2.4. Ïóñò� X = Y = [0, 1], F (x, y) = 2x2 − 3xy + 2y2 . Íàéäå� 
âåëè÷èí� v � v. Ïð� ôèêñèðîâàííî� x ìèíèìó� ï� y ôóíêöè� F (x, y) 
äîñòèãàåòñ� � òî÷ê� y(x) = 3x/4 ∈ Y. Ïîýòîì� ôóíêöè� ìèíèìóì� −
W (x) = min F (x, y) = 7x2/8. Îòñþä� v = 7/8 � x0 = 1 − ìàêñèìèííà� 

0≤y≤1 

ñòðàòåãèÿ. Çàôèêñèðóå� y. Ìàêñèìó� ôóíêöè� F (x, y) ï� x äîñòèãàåòñ� 
� êîíöà� îòðåçê� [0, 1] � ðàâå� 

def 
M(y) = max F (x, y) = max[F (0, y), F (1, y)] = 

0≤x≤1 

= max[2y 2 , 2 − 3y + 2y 2] = 
2 − 3y + 2y2 , 0 ≤ y ≤ 2/3, 

2y2 , 2/3 < y ≤ 1. 

Ìèíèìó� ôóíêöè� M(y) äîñòèãàåòñ� ïð� y0 = 2/3 � v = M(y0) = 8/9 > 
v = 7/8. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöè� F (x, y) í� èìåå� ñåäëîâî� òî÷êè. 

Óïðàæíåíè� 2.2. Íàéäèò� ìàêñèìèííó� � ìèíèìàêñíó� ñòðàòåãèè, 
� òàêæ� íèæíå� � âåðõíå� çíà÷åíè� èãð� Γ, � êîòîðî� 

X = [−2, 3], Y = [−1, 2], F (x, y) = −x 2 + 4xy − 5y 2 + 3x − 2y. 

Èíîãä� � âûðàæåíèÿ� 

v = sup inf F (x, y), v = inf sup F (x, y) 
x∈X y∈Y y∈Y x∈X 

âíåøíè� sup � inf í� äîñòèãàþòñÿ, í� 

sup inf F (x, y) = inf sup F (x, y). (2.4) 
x∈X y∈Y y∈Y x∈X 
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Òîãä� ìàêñèìèííà� (èë� ìèíèìàêñíàÿ) ñòðàòåãè� í� ñóùåñòâóå� � ñåä
ëîâî� òî÷ê� íåò. Âîçìîæå� äðóãî� ñëó÷àé, êîãä� v < v, í� ýò� âåëè÷èí� 
áëèçêè. � ïîäîáíû� ñëó÷àÿ� èñïîëüçóþ� ïîíÿòè� 
ε-ñåäëîâî� òî÷êè. 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñò� çàäàí� ε > 0. Ïàð� (xε, yε) ∈ X × Y íàçûâàåòñ� 
ε-ñåäëîâî� òî÷êî� ôóíêöè� F (x, y) í� X × Y , åñë� 

F (x, y ε) − ε ≤ F (x ε , y ε) ≤ F (x ε , y) + ε ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. 

Óïðàæíåíè� 2.3. Ïóñò� x0, y0 − ìàêñèìèííà� � ìèíèìàêñíà� ñòðàòå
ãèè, a ε = v − v > 0. Äîêàçàòü, ÷ò� (x0, y0) − ε-ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� 
F (x, y). 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñò� çàäàí� ε > 0. Ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� xε íà
çûâàåòñ� ε-ìàêñèìèííîé, åñë� inf F (xε, y) ≥ v − ε. Ñòðàòåãè� âòîðîã� 

y∈Y 
èãðîê� yε íàçûâàåòñ� ε-ìèíèìàêñíîé, åñë� sup F (x, yε) ≤ v + ε. 

x∈X 
Ýò� ñòðàòåãè� îáåñïå÷èâàþ� èãðîêà� ïîëó÷åíè� ñâîè� íàèëó÷øè� ãàðàí
òèðîâàííû� ðåçóëüòàòî� � òî÷íîñòü� ä� ε. Ñôîðìóëèðóå� àíàëî� òåîðå
ì� 2.1. 

Òåîðåì� 2.1 ′. 1) Äë� òîã� ÷òîá� ïð� ëþáî� ε > 0 ôóíêöè� F (x, y) 
í� X ×Y èìåë� ε-ñåäëîâó� òî÷êó, íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, ÷òîá� áûë� 
âûïîëíåí� ðàâåíñòâ� (2.4). 

2) Ïóñò� ðàâåíñòâ� (2.4) âûïîëíåíî. Òîãä� êîìïîíåíò� 
ε-ñåäëîâî� òî÷ê� ÿâëÿþòñ� 2ε-ìàêñèìèííî� � 2ε-ìèíèìàêñíî� ñòðàòå
ãèÿìè. Îáðàòíî, ε-ìàêñèìèííà� � ε-ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� îáðàçóþ� 
2ε-ñåäëîâó� òî÷êó. 

Óïðàæíåíè� 2.4. Äîêàæèò� òåîðåì� 2.1′. 

Ïðåäñòàâëÿþ� èíòåðå� óñëîâè� òîïîëîãè÷åñêîã� õàðàêòåðà, ïð� êîòî
ðû� ñóùåñòâóþ� ìàêñèìèííû� � ìèíèìàêñíû� ñòðàòåãèè. 

Òåîðåì� 2.2. Ïóñò� ôóíêöè� F (x, y) íåïðåðûâí� í� X × Y, ãä� 
X, Y − êîìïàêò� ìåòðè÷åñêè� ïðîñòðàíñòâ1. Ïîëîæè� 

def 
Y (x) = Argmin F (x, y). Òîãä� 

y∈Y 

1Íåäîñòàòî÷í� ïîäãîòîâëåííû� ÷èòàòåë� çäåñ� � äàëå� ìîæå� çàìåíèò� âûðàæå
íè� "êîìïàê� ìåòðè÷åñêîã� ïðîñòðàíñòâà"í� âûðàæåíè� "çàìêíóòî� îãðàíè÷åííî� 
ìíîæåñòâ� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà". 
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1) Ôóíêöè� ìèíèìóì� W (x) = min F (x, y) íåïðåðûâí� í� X. 
y∈Y 

2) Ïðåäïîëîæè� äîïîëíèòåëüíî, ÷ò� ïð� êàæäî� x ∈ X ìíîæåñòâ� 
Y (x) ñîñòîè� è� åäèíñòâåííîã� ýëåìåíò� y(x). Òîãä� ôóíêöè� y(x) íåïðå
ðûâí� í� X. 

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âîçüìå� ïðîèçâîëüíó� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {xk
0 

}
ýëåìåíòî� è� X, ñõîäÿùóþñ� � x . Ïîêàæåì, ÷ò� lim W (xk) ñóùåñòâóå� 

k→∞
� ðàâå� W (x0). Ïðåäïîëîæè� ïðîòèâíîå. Òîãä� íàéäåòñ� òàêà� ïîäïî
ñëåäîâàòåëüíîñò� {kl}, ÷ò� lim W (xkl ) = A =6 W (x0). Âîçüìå� ïîñëåäî

l→∞
âàòåëüíîñò� {ykl ∈ Y (xkl )}. � ñèë� êîìïàêòíîñò� ìíîæåñòâ� Y ìîæí� 

kl 0ñ÷èòàòü, ÷òî2 lim y = y0. Ïîêàæåì, ÷ò� y ∈ Y (x0). Äåéñòâèòåëüíî, ï� 
l→∞

îïðåäåëåíè� ykl 

W (x kl ) = F (x kl , y kl ) ≤ F (x kl , y) ∀ y ∈ Y. 

Ïåðåõîä� � ýòî� íåðàâåíñòâ� � ïðåäåë� ïð� l → ∞ � èñïîëüçó� íåïðå
ðûâíîñò� ôóíêöè� F (x, y), ïîëó÷è� 

F (x 0 , y 0) ≤ F (x 0 , y) ∀ y ∈ Y ⇒ y 0 ∈ Y (x 0). 

Íàêîíåö, A = lim F (xkl , ykl ) = F (x0, y0) = W (x0) (ïðîòèâîðå÷èå). 
l→∞ 

2) Ïîêàæåì, ÷ò� ôóíêöè� y(x) íåïðåðûâí� í� X. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� 
îí� ðàçðûâí� � íåêîòîðî� òî÷ê� x0 ∈ X. Òîãä� íàéäåòñ� òàêà� ïîñëå
äîâàòåëüíîñò� {xk} ýëåìåíòî� è� X, ñõîäÿùàÿñ� � x0 , ÷ò� ñîîòâåòñòâó
þùà� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {y(xk)} í� ñõîäèòñ� � y(x0). Ïîýòîì� ñóùå
ñòâóå� îêðåñòíîñò� U òî÷ê� y(x0), âí� êîòîðî� íàõîäèòñ� áåñêîíå÷íî� 
÷èñë� ÷ëåíî� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {y(xk)}. � ñèë� êîìïàêòíîñò� ìíîæå
ñòâ� Y \U è� ýòî� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ìîæí� âûäåëèò� ïîäïîñëåäîâà
òåëüíîñò� {y(xkl )} ⊂ Y \U, ñõîäÿùóþñ� � íåêîòîðîì� ýëåìåíò� y� =6 y(x0). 
Íî, êà� � � ÷àñò� 1), íåòðóäí� äîêàçàòü, ÷ò� y� ∈ Y (x0). Ïîëó÷èë� ïðîòè
âîðå÷è� � òåì, ÷ò� ìíîæåñòâ� Y (x0) ñîñòîè� è� åäèíñòâåííîã� ýëåìåíòà. 

Çàìå÷àíèå. � ïðîöåññ� äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� ì� òàêæ� óñòàíîâèë� 
çàìêíóòîñò� ìíîæåñòâ� {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y (x)}. Îòìåòè� òàêæå, ÷ò� 
� òåîðåì� 2.2 êîìïàêòíîñò� ìíîæåñòâ� Y ñóùåñòâåííà. 

2Çäåñ� èñïîëüçîâàí� ñëåäóþùå� ñâîéñòâ� êîìïàêò� ìåòðè÷åñêîã� ïðîñòðàíñòâà: 
è� ëþáî� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ýëåìåíòî� êîìïàêò� Y ìîæí� âûäåëèò� ïîäïîñëåäî
âàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñ� � íåêîòîðîì� ýëåìåíò� è� Y. Ñ÷èòàåì, ÷ò� {ykl } � åñò� 
ñîîòâåòñòâóþùà� âûäåëåííà� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. 
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Ïðèìå� 2.5. Ïóñò� 

X = [−1, 1], Y = (−∞, +∞), F (x, y) = (y 2 + 1)(xy − 1)2 . 

Çäåñ� ìíîæåñòâ� Y í� ÿâëÿåòñ� êîìïàêòîì, � ôóíêöè� 

1/x , x = 0, 0, x = 0, 
y(x) = 

6
W (x) = min F (x, y) = 

6
0, x = 0, y∈Y 1, x = 0, 

ðàçðûâíû. 

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� Γ íàçûâàåòñ� íåïðåðûâíîé, åñ
ë� X, Y − ïàðàëëåëåïèïåä� åâêëèäîâû� ïðîñòðàíñòâ, � ôóíêöè� F (x, y) 
íåïðåðûâí� í� X × Y . � ÷àñòíîñòè, ïð� 
X = [a, b], Y = [c, d] áóäå� ãîâîðèò� � íåïðåðûâíî� èãð� í� ïðÿìîóãîëü
íèêå. 

È� òåîðåì� 2.2 ñëåäóåò, ÷ò� � íåïðåðûâíî� èãð� Γ ñóùåñòâóþ� ìàê
ñèìèííû� � ìèíèìàêñíû� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 

Òåïåð� çàéìåìñ� äîñòàòî÷íûì� óñëîâèÿì� ñóùåñòâîâàíè� ñåäëîâî� 
òî÷ê� ôóíêöè� äâó� ïåðåìåííûõ. È� ìîæí� ñôîðìóëèðîâàò� � òåðìèíà� 
âûïóêëîã� àíàëèçà. Íàïîìíè� íåêîòîðû� îïðåäåëåíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâ� Z åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâ� íàçûâàåòñ� âû
ïóêëûì, åñë� äë� ëþáû� òî÷å� z� = z′� è� Z � ëþáîã� ÷èñë� 0 < λ < 1 
òî÷ê� λz� + (1 − λ)z′� òàêæ� ïðèíàäëåæè� ìíîæåñòâ� Z. 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöè� h(z), îïðåäåëåííà� í� âûïóêëî� ìíîæåñòâ� 
Z, íàçûâàåòñ� âûïóêëîé, åñë� äë� ëþáû� òî÷å� z� = z′� è� Z � ëþáîã� 
÷èñë� 0 < λ < 1 âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

h(λz� + (1 − λ)z′′) ≤ λh(z′) + (1 − λ)h(z′′). (2.4) 

Åñë� ïîñëåäíå� íåðàâåíñòâ� âûïîëíåí� êà� ñòðîãîå, ò� ôóíêöè� h(z) íà
çûâàåòñ� ñòðîã� âûïóêëîé. Åñë� âìåñò� íåðàâåíñòâ� ≤ � (2.4) ôèãóðè
ðóå� íåðàâåíñòâ� ≥ (>), ò� ôóíêöè� h(z) íàçûâàåòñ� âîãíóòî� (ñòðîã� 
âîãíóòîé). 

m

Óïðàæíåíè� 2.5. Äîêàæèòå, ÷ò� ôóíêöè� zi 
2 ñòðîã� âûïóêëà. 

i=1 

Óïðàæíåíè� 2.6. Äîêàæèòå, ÷ò� ñòðîã� âûïóêëà� íåïðåðûâíà� ôóíê
öè� í� âûïóêëî� êîìïàêòå� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâ� äîñòèãàå� ìèíèìó
ì� � åäèíñòâåííî� òî÷êå. 

1Çàìêíóòî� îãðàíè÷åííî� ìíîæåñòâå. 
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Òåîðåì� 2.3. Ïóñò� X ⊂ Em � Y ⊂ En − âûïóêëû� êîìïàêò� åâ
êëèäîâû� ïðîñòðàíñòâ, � ôóíêöè� F (x, y) íåïðåðûâí� í� X ×Y. Ïðåäïî
ëîæèì, ÷ò� ïð� ëþáî� y ∈ Y ôóíêöè� F (x, y) âîãíóò� ï� x � ïð� ëþáî� 
x ∈ X îí� âûïóêë� ï� y. Òîãä� ôóíêöè� F (x, y) èìåå� í� X ×Y ñåäëîâó� 
òî÷êó. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àë� äîêàæå� ñóùåñòâîâàíè� ñåäëîâî� òî÷ê� � 
ñëó÷àå, êîãä� ôóíêöè� F (x, y) ñòðîã� âûïóêë� ï� y. Òîãä� äë� âñÿêîã� 
x ∈ X ôóíêöè� F (x, y) äîñòèãàå� ìèíèìóì� í� Y � åäèíñòâåííî� òî÷ê� 
y(x). Ï� òåîðåì� 2.2 ôóíêöè� W (x) = min F (x, y) � y(x) íåïðåðûâí� 

y∈Y 
í� X. Âîçüìå� òî÷ê� x∗, ìàêñèìèçèðóþùó� ôóíêöè� W (x) í� X, � 
äîêàæåì, ÷ò� ïàð� (x∗, y(x∗)) ÿâëÿåòñ� ñåäëîâî� òî÷êî� ôóíêöè� F (x, y). 
Äë� ëþáû� x � 0 < t < 1 ïîëîæè� ỹ = y((1−t)x∗ +tx). � ñèë� âîãíóòîñò� 
ï� x ôóíêöè� F (x, y) èìåå� 

W (x∗) ≥ W ((1 − t)x∗ + tx) = F ((1 − t)x∗ + tx, ỹ) ≥ 

≥ (1 − t)F (x∗, ỹ) + tF (x, ỹ) ≥ (1 − t)W (x∗) + tF (x, ỹ). 

Îòñþä� tF (x, ỹ) ≤ tW (x∗). Ñîêðàòè� í� ïîëîæèòåëüíî� t � óñòðåìè� 
t 0+, ïîëó÷è� íåðàâåíñòâ� äë� ñåäëîâî� òî÷ê� → 

F (x, y(x∗)) ≤ W (x∗) = F (x∗, y(x∗)) ≤ F (x∗, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. 

Äîêàæå� òåîðåì� � îáùå� ñëó÷àå. Ïð� ε > 0 ôóíêöè� 
ndef � 

Fε(x, y) = F (x, y) + ε yj 
2 íåïðåðûâíà, âîãíóò� ï� x � ñòðîã� âûïóêë� 

j=1 

ï� y. Ï� äîêàçàííîì� ôóíêöè� Fε(x, y) èìåå� ñåäëîâó� òî÷ê� (xε, yε) í� 
X × Y : 

Fε(x, y 
ε) ≤ Fε(x 

ε , y ε) ≤ Fε(x 
ε , y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. 

Âîçüìå� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ïîëîæèòåëüíû� ÷èñå� {εk}, ñõîäÿùóþñ� � 
íóëþ. È� êîìïàêòíîñò� ìíîæåñò� X � Y ñëåäóåò, ÷ò� áå� ïîòåð� îáù
íîñò� xεk x0 , yεk y0 . Ïîëàãà� � ïîñëåäíè� íåðàâåíñòâà� ε = εk è→ →
ïåðåõîä� � ïðåäåë� ïð� k →∞, ïîëó÷è� íåðàâåíñòâ� (2.1) è� îïðåäåëå
íè� ñåäëîâî� òî÷êè. 

Çàìåòèì, ÷ò� ïåðâà� ÷àñò� äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� êîíñòðóêòèâíà: 
äë� ïîèñê� ñåäëîâî� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y), ñòðîã� âûïóêëî� ï� y, äî
ñòàòî÷í� íàéò� ìàêñèìèííó� ñòðàòåãè� x∗ � íàèëó÷øè� îòâå� í� íå� 
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y(x∗) âòîðîã� èãðîêà. Àíàëîãè÷íî, ïóñò� � óñëîâèÿ� òåîðåì� 2.3 ôóíê
öè� F (x, y) ñòðîã� âîãíóò� ï� x, y∗ − ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãèÿ, � x(y∗) ∈
Arg max F (x, y∗) − íàèëó÷øè� îòâå� í� íå� ïåðâîã� èãðîêà. Òîãä� 

x∈X 
(x(y∗), y∗) − ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). 

È� ïåðâî� ÷àñò� äîêàçàòåëüñòâ� âûòåêàåò, ÷ò� äë� ñóùåñòâîâàíè� 
ñåäëîâî� òî÷ê� âìåñò� ñòðîãî� âûïóêëîñò� ôóíêöè� F (x, y) ï� ïåðå
ìåííî� y äîñòàòî÷í� ïîòðåáîâàò� ïð� ëþáî� x ∈ X åäèíñòâåííîñò� íàè
ëó÷øåã� îòâåò� y(x) âòîðîã� èãðîêà. Åñë� ïîñëåäíå� óñëîâè� í� âûïîë
íåíî, ò� ïàð� (x∗, y∗), ãä� y∗ ∈ Y (x∗), ìîæå� í� áûò� ñåäëîâî� òî÷êîé. 
Íàïðèìåð, äë� ôóíêöè� F (x, y) = xy í� X × Y = [0, 1] × [0, 1] ïàð� 
(x∗, y∗) = (0, 1) ñåäëîâî� òî÷êî� í� ÿâëÿåòñÿ. 

Ïðèìå� 2.6. X = Y = [0, 1], F (x, y) = −x2+y3+xy2 −4y. Çäåñ� ôóíê
öè� F (x, y) âûïóêë� ï� y � ñòðîã� âîãíóò� ï� x. Ôóíêöè� íàèëó÷øåã� 
îòâåò� ïåðâîã� èãðîê� − x(y) = y2/2 � 

M(y) = max F (x, y) = F (x(y), y) = y 4/4 + y 3 − 4y. 
0≤x≤1 

Ïðîèçâîäíà� M ′(y) = y3 + 3y2 − 4 îáðàùàåòñ� � íóë� � òî÷êà� 1,−2. 
Îòñþä� y0 = 1 − ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� � x(y0) = 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, 
(1/2, 1) − ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). 

��3. Ñìåøàííû� ðàñøèðåíè� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èã� 

� ïðåäûäóùå� ïàðàãðàô� ïðèâîäèëñ� ïðèìå� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èã
ðû, í� èìåþùå� ðåøåíè� ("îðëÿíêà"). Èãðàò� � ïîäîáíû� èãð� âåñüì� 
íåïðîñòî. Ïðîèãðàâøåì� èãðîê� êàæäû� ðà� õî÷åòñ� ñìåíèò� ñâî� ñòðà
òåãèþ, í� î� áóäå� áîÿòüñ� ýò� ñäåëàò� (� âäðó� ïàðòíå� äîãàäàåòñÿ?). 
Òåîðè� èã� ïðåäëàãàå� èãðîêà� èñïîëüçîâàò� ñìåøàííû� ñòðàòåãèè. 

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííî� ñòðàòåãèå� ïåðâîã� èãðîê� � èãð� Γ íàçû
âàåòñ� âåðîÿòíîñòíî� ðàñïðåäåëåíè� ϕ í� ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� X. 

Äë� ïåðâîã� èãðîê� ïðèìåíèò� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� ϕ − ýò� âû
áðàò� ñòðàòåãè� x ∈ X êà� ðåàëèçàöè� ñëó÷àéíî� âåëè÷èíû, èìåþùå� 
çàêî� ðàñïðåäåëåíè� ϕ. Äàëå� ðàññìàòðèâàþòñ� òð� âèä� ñìåøàííû� 
ñòðàòåãèé. 

1) Ïóñò� X = {1, ..., m}, êà� ýò� èìåå� ìåñò� � ìàòðè÷íî� èãðå. Òî
ãä� âìåñò� ϕ äë� îáîçíà÷åíè� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� áóäå� èñïîëüçîâàò� 
"âåðîÿòíîñòíûé"âåêòî� p = (p1, ..., pm), óäîâëåòâîðÿþùè� îãðàíè÷åíèÿ� 
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m

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., m. Åñë� ïðèìåíÿåòñ� p, ò� ñòðàòåãè� i âûáè

ðàåòñ� � âåðîÿòíîñòü� pi. Íàïðèìåð, � èãð� "îðëÿíêà"îïûòíû� èãðîê� 
èñïîëüçóþ� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� p0 = (1/2, 1/2), ïîäáðàñûâà� ìîíåò� 
� âûáèðà� "îðåë"èë� "ðåøêó"� çàâèñèìîñò� ðåçóëüòàò� áðîñàíèÿ. 

Âîîáùå, îäí� è� âîçìîæíû� ðåàëèçàöè� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� − ýò� 
áðîñàíè� ìîíåò. � ïîìîùü� îäíîã� áðîñàíè� îäíî� ìîíåò� ìîæí� îñó
ùåñòâèò� òîëüê� âåðîÿòíîñò� 1/2. � ïîìîùü� äâó� ìîíå� èë� äâóêðàò
íîã� áðîñàíè� îäíî� ìîíåò� ìîæí� óæ� ðåàëèçîâàò� âåðîÿòíîñò� 1/2, 
1/4 � 3/4. ßñíî, ÷ò� áðîñàíèå� íåñêîëüêè� ìîíå� èë� ìíîãîêðàòíû� áðî
ñàíèå� îäíî� ìîíåò� ìîæí� ðåàëèçîâàò� øèðîêè� ñïåêò� âåðîÿòíîñòåé. 
Äðóãî� âîçìîæíû� � áîëå� óäîáíû� ñïîñî� ðåàëèçàöè� ñìåøàííî� ñòðà
òåãè� − èñïîëüçîâàò� ðóëåòêó. Äåëè� êðó� ðóëåòê� í� ñåêòîð� � ïëîùà
äÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûì� çàäàííû� âåðîÿòíîñòÿ� èñïîëüçîâàíè� ÷è
ñòû� ñòðàòåãèé. Çàòå� âðàùàå� ñòðåëê� � èñïîëüçóå� ò� ñòðàòåãèþ, � 
ñåêòîð� êîòîðî� îí� îñòàíîâèòñÿ. 

2) Ïóñò� X = [a, b], êà� ýò� èìåå� ìåñò� � íåïðåðûâíî� èãð� í� ïðÿ
ìîóãîëüíèêå. Çäåñ� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� − ôóíêöè� ðàñïðåäåëåíè� ϕ 
í� îòðåçê� [a, b]. 

Ïðèìå� 3.1. Ïóñò� X = [0, 1], c(x) − íåóáûâàþùà� äèôôåðåíöè
ðóåìà� ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííà� í� îòðåçê� [1/2, 1] � óäîâëåòâîðÿþùà� 
óñëîâèÿ� c(1/2) = 1/2, c(1) = 1. Îïðåäåëè� ôóíêöè� ðàñïðåäåëåíè� 

� 
i=1 

ϕ0(x) = 

⎨ ⎩

0, −∞ < x < 0,


1/4, 0 ≤ x < 1/2,


c(x), 1/2 ≤ x ≤ 1,


1, 1 < x < +∞.


Èíòåãðà� Ñòèëòüåñ� î� íåïðåðûâíî� ôóíêöè� h(x) ï� ôóíêöè� ðàñïðå
äåëåíè� ϕ0(x) âû÷èñëÿåòñ� ï� ôîðìóë� 

∫1 ∫1 

1 1 
h(x)dϕ0(x) = h(0) + h(1/2) + h(x)c′(x)dx. 

4 4 
0 1/2 

3) Ïóñò� X − âûïóêëû� êîìïàê� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà. Çäåñ� ïðè
ìåðî� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� ìîæå� ñëóæèò� âåðîÿòíîñòíà� ìåðà, ñîñðå
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äîòî÷åííà� � êîíå÷íî� ÷èñë� òî÷åê: 
m m

ϕ(x) = piIx(i) (x), pi = 1, pi ≥ 0, x(i) ∈ X, i = 1, ..., m, 
i=1 i=1 

ãä� � 
1, x = x(i),

Ix(i) (x) = 
(i)0, x = x . 

Îòìåòèì, ÷ò� äë� ëþáîã� áîðåëåâñêîã� ìíîæåñòâ� B ϕ(B) = pi. 
i:x(i)∈B 

Ïð� èñïîëüçîâàíè� ìåð� ϕ ñòðàòåãè� x(i) âûáèðàåòñ� � âåðîÿòíîñòü� pi. 
Èíòåãðà� î� íåïðåðûâíî� ôóíêöè� h(x) ï� ðàññìàòðèâàåìî� ìåð� èìåå� 
âè� � m

h(x)dϕ(x) = pih(x
(i)). 

i=1X 

Îáîçíà÷è� ÷åðå� {ϕ} − ìíîæåñòâ� âñå� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ïåðâî
ã� èãðîê� í� ìíîæåñòâ� X. Ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� X ⊂ {ϕ}. Äåéñòâèòåëüíî, 
� ïîñëåäíå� ñëó÷à� ñòðàòåãè� x ìîæí� îòîæäåñòâèò� � âåðîÿòíîñòíî� 
ìåðî� Ix. Åñë� ìíîæåñòâ� X êîíå÷íî, ò� âûáî� i ýêâèâàëåíòå� âûáîð� 
ñìåøàííî� ñòðàòåãè� p = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), ãä� åäèíèö� ñòîè� í� i-� ìå
ñòå, � ïð� X = [a, b] ñòðàòåãè� x ∈ [a, b] ìîæí� îòîæäåñòâèò� � ôóíêöèå� 
ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùå� ñêà÷î� 1 � òî÷ê� x. 

Ìíîæåñòâ� X áóäå� íàçûâàò� ìíîæåñòâî� ÷èñòû� ñòðàòåãè� ïåðâîã� 
èãðîê� (� ïðîòèâîâå� ñìåøàííûì). 

Çàéìåìñ� ïîñòðîåíèå� ñìåøàííîã� ðàñøèðåíè� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èã
ð� Γ = X, Y, F (x, y) . Ì� îïðåäåëèë� ìíîæåñòâ� {ϕ} ñìåøàííû� 
ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Àíàëîãè÷íî, ïóñò� {ψ} − ìíîæåñòâ� ñìåøàí
íû� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà, ò.å. âåðîÿòíîñòíû� ðàñïðåäåëåíè� ψ í� 
ìíîæåñòâ� Y åã� ÷èñòû� ñòðàòåãèé. Ïð� çàäàííû� ñòðàòåãèÿ� ϕ � ψ 
ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� âûèãðûø� ïåðâîã� èãðîê� îïðåäåëÿåòñ� ôîð
ìóëî� ∫ � 

F (ϕ, ψ) = F (x, y)dϕ(x)dψ(y). 

X Y 

Çäåñ� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ò� äâîéíî� èíòåãðà� ñóùåñòâóåò. 

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� 

Γ = {ϕ}, {ψ}, F (ϕ, ψ) 
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íàçûâàåòñ� ñìåøàííû� ðàñøèðåíèå� èãð� Γ. 

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíè� (ϕ0, ψ0, v = F (ϕ0, ψ0)) èãð� Γ íàçûâàåòñ� ðå
øåíèå� èñõîäíî� èãð� Γ � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Ïð� ýòî� ϕ0, ψ0 íà
çûâàþòñ� îïòèìàëüíûì� ñìåøàííûì� ñòðàòåãèÿì� èãðîêîâ, � v − çíà
÷åíèå� èãð� Γ. 

Äàëå� áóäó� ïîñòðîåí� ñìåøàííû� ðàñøèðåíè� ìàòðè÷íû� � íåïðå
ðûâíû� èã� � áóäå� ïîêàçàíî, ÷ò� ýò� èãð� âñåãä� èìåþ� ðåøåíè� � 
ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 

Íàïîìíèì, ÷ò� ìàòðè÷íà� èãð� Γ çàäàåòñ� ìàòðèöå� A = (aij)m×n. 
Ìíîæåñòâ� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� − 

m

P = {p = (p1, ..., pm) | pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., m}, 
i=1 

ìíîæåñòâ� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîê� − 
n

Q = {q = (q1, ..., qn) | qj = 1, qj ≥ 0, j = 1, ..., n}, 
j=1 

� ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� âûèãðûø� ïåðâîã� èãðîê� − 
m n

A(p, q) = piaijqj. 
i=1 j=1 

Òàêè� îáðàçîì, Γ = P, Q, A(p, q) − ñìåøàííî� ðàñøèðåíè� ìàòðè÷íî� 
èãð� Γ. 

Òåîðåì� 3.1 (Îñíîâíà� òåîðåì� ìàòðè÷íû� èãð). Âñÿêà� ìàò
ðè÷íà� èãð� èìåå� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷í� äîêàçàò� ,÷ò� ôóíêöè� A(p, q) èìåå� 
ñåäëîâó� òî÷ê� í� P ×Q. Ìíîæåñòâ� P, Q − ìíîãîãðàííèê� åâêëèäîâû� 
ïðîñòðàíñòâ, � ôóíêöè� A(p, q) áèëèíåéí� � ïîýòîì� íåïðåðûâí� í� P ×
Q, âîãíóò� ï� p � âûïóêë� ï� q. Ï� òåîðåì� 2.3 ôóíêöè� A(p, q) èìåå� 
í� P × Q ñåäëîâó� òî÷êó. 

Óïðàæíåíè� 3.1. Ïîêàæèòå, ÷ò� òðîéê� 
(p0, q0, v) = ((1/2, 1/2), (1/2, 1/2), 0) 

− ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� "îðëÿíêà". 
Îòìåòè� òèïè÷íû� ñëó÷àè, êîãä� ïðèìåíÿþòñ� ñìåøàííû� ñòðàòå

ãèè. 
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1) Èãð� ïîâòîðÿåòñ� ìíîã� ðàç. � ýòî� ñëó÷à� ç� áîëüøî� ÷èñë� ïî
âòîðåíè� èãð� ñðåäíè� âûèãðû� ïåðâîã� èãðîêà, èñïîëüçóþùåã� îïòè
ìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãèþ, áóäå� áëèçî� � çíà÷åíè� èãð� èë� áó
äå� ïðåâûøàò� åãî. 

2) Ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ðåàëèçóåòñ� � âèä� "ôèçè÷åñêî� ñìåñè"÷èñòû� 
ñòðàòåãèé. ×ò� ýò� îçíà÷àåò, ïîÿñíè� í� ïðèìåðàõ. 

Ïðèìå� 3.2. Èãð� ïðîòè� ïðèðîäû. Ôåðìå� (èãðî� 1 ) èìåå� ó÷àñòî� 
çåìëè, êîòîðû� ìîæí� çàñåÿò� òðåì� ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûì� êóëüòóðà
ìè. Ãî� ìîæå� áûò� íîðìàëüíûì, çàñóøëèâû� � äîæäëèâû� (ýò� òð� 
ñòðàòåãè� èãðîê� 2 − ïðèðîäû). Ïóñò� H = (hij)3×3 − ìàòðèö� óðîæàé
íîñòè, � bi − öåí� ç� åäèíèö� ïðîäóêöè� i-ã� âèäà. Òîãä� A = (bihij)3×3 −
ìàòðèö� èãðû, ãä� âûèãðû� ôåðìåð� − ñòîèìîñò� ïðîèçâåäåííî� ïðî
äóêöèè. Ïóñò� p0 = (1/2, 1/4, 1/4) − îïòèìàëüíà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� 
ïåðâîã� èãðîêà. Ðåàëèçîâàò� å� ìîæíî, çàñåÿ� ïîëîâèí� ó÷àñòê� ïåðâî� 
êóëüòóðîé, � îñòàâøèåñ� äâ� ÷åòâåðò� − âòîðî� � òðåòüå� êóëüòóðàìè. 

Ïðèìå� 3.3. Íåêîòîðà� ñòðàí� (èãðî� 1) èñïîëüçóå� òð� òèï� èñòðåáè
òåëå� äë� áîðüá� � ñàìîëåòàì� ïðîòèâíèê� (èãðîê� 2). Åñë� èñòðåáèòåë� 
òèï� i ïåðâîã� èãðîê� âñòðå÷àåòñ� � ñàìîëåòî� òèï� j âòîðîã� èãðîêà, 
ò� î� ïîáåæäàå� ïðîòèâíèê� � âåðîÿòíîñòü� aij. Ñìåøàííà� ñòðàòåãè� 
p0 = (1/2, 1/4, 1/4) ïåðâîã� èãðîê� ìîæå� áûò� ðåàëèçîâàí� � âèä� ïàðê� 
èñòðåáèòåëå� � ïðîïîðöèÿì� òèïî� 2:1:1. 

3) Ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ìîæí� ïðèìåíÿò� � ïð� îäíîêðàòíî� ïîâòî
ðåíè� èãðû, êîãä� èãðî� äåéñòâóå� � óñëîâèÿ� ðèñêà. Ïð� ýòî� íåîáõî
äèì� âûèãðûø� çàìåíèò� í� è� "ïîëåçíîñòè", ó÷èòûâàþùè� îòíîøåíè� 
èãðîê� � ðèñêó. 

Ïðèìå� 3.4. Ïóñò� èãðî� âûíóæäå� îäè� ðà� ñûãðàò� � èãð� � ìàòðè
10 0

öå� A = . Âûèãðûøà� 10 � 0 ïðèïèøå� ïîëåçíîñò� 1 � 0. Îïðå
0 5 

äåëè� ïîëåçíîñò� âûèãðûø� 5. Ïóñò� � íåêîòîðî� ëîòåðå� âûèãðû� 10 
îæèäàåòñ� � âåðîÿòíîñòü� 0 < a < 1. Ïåðâîì� èãðîê� ïðåäëàãàåòñ� âû
áðàò� òàêî� çíà÷åíè� a, ïð� êîòîðî� èãðî� ñîãëàñå� êóïèò� ëîòåðåéíû� 
áèëå� ï� öåí� 5. Âûáðàííî� çíà÷åíè� a � áóäå� ïîëåçíîñòü� âûèãðûø� 
5. Åñë� a = 1/2, ò� îòíîøåíè� èãðîê� � ðèñê� íåéòðàëüíîå, åñë� a > 1/2, 
ò� èãðî� îñòîðîæåí, � åñë� a < 1/2, ò� èãðî� àçàðòåí. 

Ýëåìåíò� òåîðè� ïîëåçíîñò� ñì. � êîíö� äàííîã� ïàðàãðàôà. 

Çàéìåìñ� ñìåøàííû� ðàñøèðåíèå� íåïðåðûâíî� èãð� Γ. Îãðàíè

21




〈 〉

ÃËÀÂ� I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ� ÈÃÐ�


÷èìñ� èãðî� í� ïðÿìîóãîëüíèê� X × Y = [a, b] × [c, d]. Ïð� çàäàííû� 
ñòðàòåãèÿ� ϕ � ψ − ôóíêöèÿ� ðàñïðåäåëåíè� í� îòðåçêà� X � Y − îæè
äàåìû� âûèãðû� F (ϕ, ψ) ïåðâîã� èãðîê� ðàâå� 

∫b ∫d 
F (ϕ, ψ) = F (x, y)dϕ(x)dψ(y). 

a c 

Çäåñ� äâîéíî� èíòåãðà� î� íåïðåðûâíî� ôóíêöè� F (x, y) ñóùåñòâóåò. 
Áîëå� òîãî, ï� òåîðåì� Ôóáèí� î� ðàâå� ïîâòîðíîì� 

∫b ∫d 
F (ϕ, ψ) = F (x, ψ)dϕ(x) = F (ϕ, y)dψ(y), 

a c 

ãä� ∫d ∫b 
F (x, ψ) = F (x, y)dψ(y), F (ϕ, y) = F (x, y)dϕ(x). 

c a 

Èòàê, ïîñòðîåí� cìåøàííî� ðàñøèðåíè� Γ = {ϕ}, {ψ}, F (ϕ, ψ) íåïðå
ðûâíî� èãð� Γ í� ïðÿìîóãîëüíèêå. Íàø� áëèæàéøà� öåë� − äîêàçàò� 
ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� èãð� Γ. 

Íà� ïîòðåáóåòñ� èçâåñòíû� ðåçóëüòàò. 
Òåîðåì� 3.2. Ìíîæåñòâ� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� {ϕ} í� îòðåçê� [a, b] 

ÿâëÿåòñ� ñëàáû� êîìïàêòîì. Ýò� îçíà÷àåò, ÷ò� è� ëþáî� ïîñëåäîâàòåëü
íîñò� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� {ϕk} ìîæí� âûäåëèò� ïîäïîñëåäîâàòåëü
íîñò� {ϕkl }, ñëàá� ñõîäÿùóþñ� � íåêîòîðî� ñòðàòåãè� ϕ0 , ò.å. òàêóþ, ÷ò� 
äë� ëþáî� íåïðåðûâíî� í� îòðåçê� [a, b] ôóíêöè� h(x) âûïîëíåí� 

∫b ∫b 
lim h(x)dϕkl (x) = h(x)dϕ0(x). 
l→∞ 

a a 

Ëåìì� 3.1. � íåïðåðûâíî� èãð� Γ í� ïðÿìîóãîëüíèê� ñóùåñòâóþ� 
ìàêñèìèííà� � ìèíèìàêñíà� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðè� âûðàæåíè� 

v = sup inf F (ϕ, ψ), v = inf sup F (ϕ, ψ) 
ϕ∈{ϕ} ψ∈{ψ} ψ∈{ψ} ϕ∈{ϕ} 
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� äîêàæåì, ÷ò� âíåøíè� sup � inf � íè� äîñòèãàþòñÿ. Ï� îïðåäåëåíè� 
âåðõíå� ãðàí� v íàéäåòñ� òàêà� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ñìåøàííû� ñòðà
òåãè� {ϕk}, ÷ò� 

inf F (ϕk, ψ) ≥ v − εk, εk → 0+, 
ψ∈{ψ} 

èë� � 
F (x, ψ)dϕk(x) ≥ v − εk ∀ ψ ∈ {ψ}, k = 1, 2, .... (3.1) 

X 

Âûäåëè� è� {ϕk} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñò� {ϕkl }, ñëàá� ñõîäÿùóþñ� � 
ñìåøàííî� ñòðàòåãè� ϕ0 . Çàìåòèì, ÷ò� ïð� ôèêñèðîâàííî� ñòðàòåãè� ψ 
ôóíêöè� F (x, ψ) íåïðåðûâí� ï� x. Ïåðåõîä� � (3.1) � ïðåäåë� ï� ïîä
ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {kl}, ïîëó÷è� íåðàâåíñòâ� F (ϕ0, ψ) ≥ v ∀ ψ ∈ {ψ}. 
Îòñþä� 

inf F (ϕ0, ψ) ≥ v ⇒ inf F (ϕ0, ψ) = v 
ψ∈{ψ} ψ∈{ψ} 

� ϕ0 − ìàêñèìèííà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Àíàëîãè÷í� 
äîêàçûâàåòñ� ñóùåñòâîâàíè� ìèíèìàêñíî� ñìåøàííî� ñòðàòåãèè. 

Ëåìì� 3.2. Ðàññìîòðè� äâ� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð� 

Γ = X, Y, F (x, y) , Γ = X, Y, F ′(x, y) , 

� êîòîðû� ôóíêöè� F (x, y) � F ′(x, y) îãðàíè÷åí� í� X × Y � ïð� ε > 0 
âûïîëíåí� óñëîâè� 

|F (x, y) − F ′(x, y)| ≤ ε ∀ (x, y) ∈ X × Y. 

Òîãä� |v − v′| ≤ ε, |v − v′| ≤ ε. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Äë� âñÿêîã� x ∈ X ñïðàâåäëèâ� íåðàâåíñòâ� 

inf F (x, y) − inf F ′(x, y) ≥ inf (F (x, y) − F ′(x, y)) ≥ −ε. 
y∈Y y∈Y y∈Y 

Ìîæí� ïîëó÷èò� àíàëîãè÷íû� íåðàâåíñòâà, ìåíÿ� ìåñòàì� ôóíêöè� 
F (x, y) � F ′(x, y). � ðåçóëüòàò� íàõîäèì, ÷ò� 

inf F (x, y) − inf F ′(x, y) ≤ ε ∀x ∈ X. | 
y∈Y y∈Y 

| 

Äàëåå, 

sup inf F (x, y) − sup inf F ′(x, y) ≤ sup( inf F (x, y) − inf F ′(x, y)) ≤ ε. 
x∈X y∈Y x∈X y∈Y x∈X y∈Y y∈Y 
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Êà� � âûøå, íàõîäèì, ÷ò� |v − v′| ≤ ε. Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñ� íåðà
âåíñòâ� |v − v′| ≤ ε. 

Òåîðåì� 3.3 (Îñíîâíà� òåîðåì� íåïðåðûâíû� èãð). Âñÿêà� 
íåïðåðûâíà� èãð� Γ í� ïðÿìîóãîëüíèê� èìåå� ðåøåíè� � ñìåøàííû� 
ñòðàòåãèÿõ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ï� òåîðåì� 2.1 äîñòàòî÷í� äîêàçàò� ðàâåíñòâ� âå
ëè÷è� v = max inf F (ϕ, ψ) � v = min sup F (ϕ, ψ). 

ϕ∈{ϕ} ψ∈{ψ} ψ∈{ψ} ϕ∈{ϕ}
Çàìåòèì, ÷ò� äîñòèæèìîñò� çäåñ� âíåøíè� ìàêñèìóìî� � ìèíèìó

ìî� âûòåêàå� è� ëåìì� 3.1. Âîçüìå� ïðîèçâîëüíî� ε > 0. È� íåïðåðûâ
íîñò� ôóíêöè� F (x, y) ñëåäóå� ñóùåñòâîâàíè� òàêîã� ðàçáèåíè� îòðåçê� 
X = [a, b] í� íåïåðåñåêàþùèåñ� ïðîìåæóòê� (îòðåçî� � ïîëóèíòåðâàëû) 
X i , i = 1, ..., m � òàêîã� ðàçáèåíè� îòðåçê� Y = [c, d] í� àíàëîãè÷íû� 
ïðîìåæóòê� Y j, j = 1, ..., n, ÷ò� 

|F (x, y) − F (x′, y′)| ≤ ε ∀ (x, y), (x′, y′) ∈ X i × Y j, ∀ i, j. (3.2) 

Äë� ëþáû� i, j âîçüìå� òî÷ê� xi 

òó� ôóíêöè� 
∈ X i , yj ∈ Y j � îïðåäåëè� ñòóïåí÷à

F1(x, y) = F (x i , yj) ∀ (x, y) ∈ X i × Y j, i = 1, ..., m, j = 1, ..., n. 

Òîãä� è� (3.2) ñëåäóåò, ÷ò� 

|F (x, y) − F1(x, y)| ≤ ε ∀ (x, y) ∈ X × Y. (3.3) 

Èòàê, ôóíêöè� F1(x, y) àïïðîêñèìèðóå� ôóíêöè� F (x, y) � òî÷íîñòü� ä� 
ε > 0. Íåïðåðûâíà� èãð� Γ ôàêòè÷åñê� ïðèáëèæåí� èãðî� � ìàòðèöå� 
A = (aij)m×n = (F (xi, yj))m×n. 

Âñÿêî� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� ϕ ïîñòàâè� � ñîîòâåòñòâè� âåêòî� 

p = (p1, ..., pm) : pi = dϕ(x), i = 1, ..., m, 

Xi 

ãä� pi − âåðîÿòíîñò� ïîïàäàíè� ðåàëèçàöè� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� � ìíî
æåñòâ� X i (ìåð� ìíîæåñòâ� X i ). Î÷åâèäíî, ÷ò� p ÿâëÿåòñ� ñìåøàííî� 
ñòðàòåãèå� ïåðâîã� èãðîê� � ìàòðè÷íî� èãðå, ò.å. p ∈ P. Ïîñòðîåííî� 
îòîáðàæåíè� P : {ϕ} → P ÿâëÿåòñ� îòîáðàæåíèå� í� P. Äåéñòâèòåëü
íî, äë� ëþáî� ñòðàòåãè� p ∈ P ôóíêöè� ðàñïðåäåëåíè� ϕ ñ� ñêà÷êàì� 
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pi � òî÷êà� xi ÿâëÿåòñ� ïðîîáðàçî� p ïð� îòîáðàæåíè� P . Àíàëîãè÷í� 
îïðåäåëÿåòñ� îòîáðàæåíè� Q : {ψ} → Q, ãä� Q − ìíîæåñòâ� ñìåøàííû� 
ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîê� ìàòðè÷íî� èãðû. Äàëåå, äë� ëþáû� ñòðàòåãè� 
ϕ, ψ � ñîîòâåòñòâóþùè� ñòðàòåãè� p = P(ϕ), q = Q(ψ) ñïðàâåäëèâ� 
ôîðìóë� 

F1(ϕ, ψ) = ∫b ∫d m n

= F1(x, y)dϕ(x)dψ(y) = piF (x i , yj)qj = A(p, q). (3.4) 
i=1 j=1 a c 

Êðîì� òîãî, èñïîëüçó� (3.3), ïîëó÷è� 

∫b ∫d 
|F (ϕ, ψ) − F1(ϕ, ψ)| = | (F (x, y) − F1(x, y))dϕ(x)dψ(y)| ≤ 

a c ∫b ∫d ∫b ∫d 
≤ |F (x, y) − F1(x, y)|dϕ(x)dψ(y) ≤ εdϕ(x)dψ(y) = ε. 

a c a c 

Ïîñëåäíå� íåðàâåíñòâ� îçíà÷àåò, ÷ò� äë� ôóíêöè� F (ϕ, ψ), F1(ϕ, ψ) âû
ïîëíåí� óñëîâè� ëåìì� 3.2. È� íå� âûòåêàþ� íåðàâåíñòâ� 

max inf F (ϕ, ψ) − max min F1(ϕ, ψ) ≤ ε, (3.5)| 
ϕ∈{ϕ} ψ∈{ψ} ϕ∈{ϕ} ψ∈{ψ} 

| 

| min sup F (ϕ, ψ) − min max F1(ϕ, ψ)| ≤ ε. (3.6) 
ψ∈{ψ} ϕ∈{ϕ} ψ∈{ψ} ϕ∈{ϕ} 

È� (3.4) � îñíîâíî� òåîðåì� ìàòðè÷íû� èã� ñëåäóåò, ÷ò� 

max min F1(ϕ, ψ) = max min A(p, q) = 
ϕ∈{ϕ} ψ∈{ψ} p∈P q∈Q 

= min max A(p, q) = min max F1(ϕ, ψ). 
q∈Q p∈P ψ∈{ψ} ϕ∈{ϕ} 

Îòñþä� � è� íåðàâåíñò� (3.5),(3.6) ñëåäóå� |v − v| ≤ 2ε. � ñèë� ïðîèç
âîëüíîñò� ε > 0 ïîëó÷àå� v = v. 

Ýëåìåíò� òåîðè� ïîëåçíîñò� 

Ïðàâîìåðíîñò� èñïîëüçîâàíè� ìàòåìàòè÷åñêîã� îæèäàíè� âûèãðû
ø� � ñìåøàííî� ðàñøèðåíè� èãð� âûçûâàå� ñîìíåíèÿ. Êîãä� èãðîê� 
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ïðèìåíÿþ� çàäàííû� ñìåøàííû� ñòðàòåãèè, ò� âûèãðû� êàæäîã� ÿâëÿ
åòñ� ñëó÷àéíî� âåëè÷èíî� � çàäàííû� çàêîíî� ðàñïðåäåëåíèÿ. � òåîðè� 
ïîëåçíîñò� òàêó� âåëè÷èí� íàçûâàþ� ëîòåðååé. Ôîðìàëüí� îí� çàäàåò
ñ� íàáîðî� ïàðàìåòðî� (A1, ..., Ak; x1, ..., xk), ãä� âûèãðû� Al âîçíèêàå� 

k

� âåðîÿòíîñòü� xl, l = 1, ..., k, � xl = 1. 
l=1 

Óïðàæíåíè� 3.2. Óêàçàò� ïàðàìåòð� ëîòåðåè, êîòîðà� ñîîòâåòñòâóå� 
ïàð� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� (p, q) � ìàòðè÷íî� èãðå. 

Îöåíê� èñõîä� ëþáî� èãð� ï� ìàòåìàòè÷åñêîì� îæèäàíè� ïðåäïî
ëàãàåò, ÷ò� ëîòåðå� (0; 1), ($5000, $ − 5000; 1/2, 1/2) � 
(−1ðóá.,10000 ðóá.;10000/10001,1/10001) ýêâèâàëåíò� äë� èíäèâèäóóìà. 
Ìîæí� ïðåäïîëîæèòü, ÷ò� äë� ìíîãè� ÷èòàòåëå� ýò� í� òàê. Äàëåê� í� 
âñ� ìîãó� ñåá� ïîçâîëèò� ñûãðàò� â� âòîðó� ëîòåðåþ, äàæ� åñë� íåñêîëü
ê� óâåëè÷èò� ðàçìå� âûèãðûøà. � ò� æ� âðåì� çíà÷èòåëüíà� ÷àñò� íàñå
ëåíè� ó÷àñòâóå� � ëîòåðåÿõ, ïîäîáíû� òðåòüåé, äàæ� ïð� îòðèöàòåëüíî� 
ñðåäíå� âûèãðûøå: ìíîãè� ãîòîâ� ðèñêíóò� ìàëåíüêî� ñóììî� � ðàñ÷å
ò� í� ñ÷àñòëèâû� ñëó÷àé. Âîîáùå, îòíîøåíè� ëþäå� � ðèñê� äîñòàòî÷í� 
ñëîæí� � í� ä� êîíö� èññëåäîâàíî. Åã� èçó÷åíèå� çàíèìàåòñ� òåîðè� 
ïîëåçíîñò� (� ýêîíîìèê� ôóíêöè� âûèãðûø� îáû÷í� íàçûâàþ� ôóíê
öèÿì� ïîëåçíîñòè). 

Îäè� è� âàæíåéøè� ðåçóëüòàòî� ýòî� òåîðè� ñîñòîè� � ñëåäóþùåì. 
Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� � èíäèâèäóóì� åñò� îòíîøåíè� ïðåäïî÷òåíè� í� ìíî
æåñòâ� âñåâîçìîæíû� ëîòåðåé, ò.å. äë� ëþáû� äâó� ëîòåðå� L1, L2 î� ìî
æå� óêàçàòü, êàêî� è� ñîîòíîøåíè� ( ïðè÷å� òîëüê� îäíî) âûïîëíÿåòñÿ: 
L1 � L2 (L1 ïðåäïî÷òèòåëüíå� L2), L2 � L1 èë� L1 ∼ L2 (ëîòåðå� ýêâèâà
ëåíòíû). Ïóñò� ýò� ñîîòíîøåíè� óäîâëåòâîðÿþ� ñëåäóþùè� (äîâîëüí� 
åñòåñòâåííûì) àêñèîìàì: 

I. Åñë� L1 � L2 � L2 � L3, ò� L1 � L3. 
II. Åñë� L1 ∼ L2 � L2 ∼ L3, ò� L1 ∼ L3. 
III. Åñë� L1 ∼ L2 � L2 � L3, ò� L1 � L3. 
IV. Åñë� L1 � L2 � L2 ∼ L3, ò� L1 � L3. 
V. Ëîòåðåè, êîòîðû� ñîîòâåòñòâóå� îäèíàêîâî� ðàñïðåäåëåíè� âåðî

ÿòíîñòåé, ÿâëÿþòñ� ýêâèâàëåíòíûìè. 

Ïóñò� L1, L2 − äâ� ëîòåðåè, 0 ≤ r ≤ 1. Îáîçíà÷è� ÷åðå� 
rL1 + (1 − r)L2 ëîòåðåþ, � êîòîðî� c âåðîÿòíîñòü� r ðàçûãðûâàåòñ� ëî
òåðå� L1, � � âåðîÿòíîñòü� 1 − r − ëîòåðå� L2. 
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È� àêñèîì� V âûòåêàåò, ÷ò� äë� ëþáû� ëîòåðå� L1, L2, L3 � âåðîÿò
íîñòå� r, s ñïðàâåäëèâ� ñîîòíîøåíè� 

rL1 + (1 − r)L2 ∼ (1 − r)L2 + rL1, 

rL1 + (1 − r)(L2 + (1 − s)L3) ∼ rL1 + (1 − r)L2 + (1 − r)(1 − s)L3. 

V I. Åñë� L1 ∼ L2 (L1 � L2), ò� äë� ëþáî� ëîòåðå� L3 � ëþáî� âåðî
ÿòíîñò� r > 0 âûïîëíåí� ñîîòíîøåíè� 
rL1 + (1 − r)L3 ∼ rL2 + (1 − r)L3 (rL1 + (1 − r)L3 � rL2 + (1 − r)L3). 

V II. Åñë� L1 � L2 � L3, ò� íàéäåòñ� òàêà� âåðîÿòíîñò� r, ÷ò� rL1 + 
(1 − r)L3 ∼ L2. 

Àêñèîì� V II ïîõîæ� í� òåîðåì� � ïðîìåæóòî÷íî� çíà÷åíè� äë� 
íåïðåðûâíî� ôóíêöè� í� îòðåçê� � îçíà÷àåò, ÷ò� îòíîøåíè� ïðåäïî
÷òåíè� íåïðåðûâí� � íåêîòîðî� ñìûñëå. Ïóñòü, íàêîíåö, ñïðàâåäëèâ� 
àêñèîì� 

V III. Åñë� Al > Ah, ò� (Al; 1) � (Ah; 1). 

Ëåìì� 3.3. Ïóñò� í� ìíîæåñòâ� ëîòåðå� ïðåäïî÷òåíè� èíäèâèäóóì� 
óäîâëåòâîðÿå� àêñèîìà� I − V III � L1 � L2. Òîãä� äë� ëþáû� âåðîÿò
íîñòå� β < α âûïîëíåí� ñîîòíîøåíè� αL1 + (1 − α)L2 � βL1 + (1 − β)L2. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ï� àêñèîì� V I ïð� L3 = L2 ïîëó÷àå� 
αL1 + (1 − α)L2 � L2. Ïðåäñòàâè� β � âèä� β = γα, ãä� γ ∈ [0, 1). Òîãä� 
ï� àêñèîìà� V I � V 

αL1 + (1 − α)L2 � γ(αL1 + (1 − α)L2) + (1 − γ)L2 ∼

∼ γαL1 + [γ(1 − α) + 1 − γ]L2 ∼ βL1 + (1 − β)L2.


Òåîðåì� 3.4. Ïð� âûïîëíåíè� óêàçàííû� àêñèî� I −V III ñóùåñòâó
å� ôóíêöè� ïîëåçíîñò� u(L), îïðåäåëåííà� í� ìíîæåñòâ� ëîòåðå� âèä� 
(A1, ..., Ak; x1, ..., xk) � òàêàÿ, ÷ò� âûïîëíåí� ñëåäóþùè� ñâîéñòâà: 

1) Äë� ëþáû� ëîòåðå� L1, L2 u(L1) > u(L2) ⇔ L1 � L2. 
k

2) Äë� ëþáî� ëîòåðå� L = (A1, ..., Ak; x1, ..., xk) u(L) = xlu(Al). 
l=1 

3) Ôóíêöè� u(A; 1) ìîíîòîíí� âîçðàñòàå� ï� A. 
Áîëå� òîãî, ýò� ôóíêöè� åäèíñòâåíí� � òî÷íîñòü� ä� ëèíåéíîã� ïðå

îáðàçîâàíèÿ: åñë� äðóãà� ôóíêöè� v(L) óäîâëåòâîðÿå� òå� æ� ñâîéñòâà� 
1)−3), ò� ñóùåñòâóþ� òàêè� êîíñòàíò� c > 0 � b, ÷ò� äë� ëþáî� ëîòåðå� 
L v(L) = cu(L) + b. 

Óòâåðæäåíè� òåîðåì� îçíà÷àåò, ÷ò� äë� êàæäîã� èíäèâèäóóì� (ïð� 
âûïîëíåíè� àêñèî� I − V III) ñóùåñòâóå� ìîíîòîííî� ïðåîáðàçîâàíè� 
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ôóíêöè� âûèãðûøà, êîòîðî� ïîçâîëÿå� îöåíèâàò� ëþáó� ëîòåðåþ, èñ
õîä� è� ìàòåìàòè÷åñêîã� îæèäàíè� âûèãðûøà. � ÷àñòíîñòè, åñë� � ìàò
ðè÷íî� èãð� âçÿò� ïðåîáðàçîâàííó� ôóíêöè� âûèãðûø� u(aij), ò� ñëó
÷àéíû� èñõî� ïð� èñïîëüçîâàíè� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� p � q ìîæí� 

m n

îöåíèâàò� ï� ìàòåìàòè÷åñêîì� îæèäàíè� piu(aij)qj. Îòìåòèì, ÷ò� 
i=1 j=1 

ôóíêöè� ïîëåçíîñò� u(L) − ñâî� äë� êàæäîã� èíäèâèäóóìà, ïîýòîì� èã
ð� � ïðåîáðàçîâàííûì� ìàòðèöàì� âûèãðûøå� (u1(aij)) � (u2(aij)) âïîëí� 
ìîæå� îêàçàòüñ� íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé. 

Óïðàæíåíè� 3.3. Äîêàæèò� òåîðåì� 3.4. 

Óêàçàíèå. Áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� A1 � A2 � ... �
Ak. Ïîëîæè� u(A1) = r1 = 1, u(Ak) = rk = 0, � âåëè÷èí� u(Al) = rl, l = 
2, ..., k − 1 îïðåäåëè� è� ñîîòíîøåíè� rl(A1) + (1 − rl)Al ∼ Al, 0 < rl < 1, 
èñïîëüçó� àêñèîì� V II. � ïîìîùü� ëåìì� 3.3 ïîêàæèòå, ÷ò� ôóíêöè� 

k

u(L) = u(A1, ..., Ak; x1, ..., xk) = xlrl

l=1


óäîâëåòâîðÿå� âñå� óòâåðæäåíèÿ� òåîðåìû. 

��4. Ñâîéñòâ� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� 

� äàííî� ïàðàãðàô� ðàññìàòðèâàþòñ� ñâîéñòâ� ðåøåíè� � ñìåøàí
íû� ñòðàòåãèÿ� ìàòðè÷íû� èã� � íåïðåðûâíû� èã� í� ïðÿìîóãîëüíèêå. 
Ýò� ñâîéñòâ� � ÷àñòíû� ñëó÷àÿ� ïîçâîëÿþ� íàõîäèò� îïòèìàëüíû� ñìå
øàííû� ñòðàòåãèè. 

Òåîðåì� 4.1. Äë� òîã� ÷òîá� òðîéê� (ϕ0, ψ0, v) áûë� ðåøåíèå� � 
ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� íåïðåðûâíî� èãð� Γ, íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, 
÷òîá� áûë� âûïîëíåí� óñëîâè� 

F (x, ψ0) ≤ v ≤ F (ϕ0 , y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. (∗) 

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñò� (ϕ0, ψ0, v) − ðåøåíè� íåïðå
ðûâíî� èãð� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Òîãä� v = F (ϕ0, ψ0) � ï� îïðåäå
ëåíè� ñåäëîâî� òî÷ê� 

F (ϕ, ψ0) ≤ F (ϕ0, ψ0) = v ≤ F (ϕ0, ψ) ∀ ϕ ∈ {ϕ}, ∀ ψ ∈ {ψ}. 

Âîçüìå� � ïîñëåäíè� íåðàâåíñòâà� âìåñò� ϕ � ψ ÷èñòû� ñòðàòåãè� x � 
y. � ðåçóëüòàò� ïîëó÷è� óñëîâè� (∗). 

28 



∑

� 4. Ñâîéñòâ� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ�


Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñò� äë� òðîéê� (ϕ0, ψ0, v) âûïîëíåí� óñëîâè� (∗). 
Ïðîèíòåãðèðóå� ïåðâî� íåðàâåíñòâ� ýòîã� óñëîâè� ï� ëþáî� ñòðàòåãè� 
ϕ, � âòîðî� − ï� ëþáî� ñòðàòåãè� ψ � ïîëó÷è� 

F (ϕ, ψ0) ≤ v ≤ F (ϕ0, ψ) ∀ ϕ ∈ {ϕ}, ∀ ψ ∈ {ψ}. 

Ïîäñòàâëÿÿ, � ÷àñòíîñòè, ϕ = ϕ0 � ψ = ψ0 , íàõîäèì, ÷ò� F (ϕ0, ψ0) = v � 
ïàð� (ϕ0, ψ0) − ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (ϕ, ψ) í� {ϕ} × {ψ}. 

Îòìåòèì, ÷ò� òåîðåì� 4.1 ñïðàâåäëèâ� äë� ïðîèçâîëüíû� ñìåøàííû� 
ðàñøèðåíè� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð. 

Ñôîðìóëèðóå� àíàëîãè÷íó� òåîðåì� äë� ìàòðè÷íû� èãð. 

Òåîðåì� 4.1 ′. Äë� òîã� ÷òîá� òðîéê� (p0, q0, v) áûë� ðåøåíèå� � 
ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� � ìàòðèöå� A, íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, 
÷òîá� áûë� âûïîëíåí� óñëîâè� 

A(i, q0) ≤ v ≤ A(p 0, j), i = 1, ...m, j = 1, ..., m. (∗) 

Óïðàæíåíè� 4.1. Äîêàæèò� òåîðåì� 4.1 ′. 

Îòìåòèì, ÷ò� ïðîâåðê� âûïîëíåíè� óñëîâè� (∗) òåîðåì� 4.1 � ñâîäèò
ñ� � ïîäñ÷åò� ñêàëÿðíû� ïðîèçâåäåíè� âåêòîð� p0 í� ñòîëáöû, � òàêæ� 
âåêòîð� q0 í� ñòðîê� ìàòðèö� A � ñðàâíåíè� è� � ÷èñëî� v. 

⎛ Ïðèìå� 4.1. Ïóñò� ìàòðèö� èãð� − öèêëè÷åñêàÿ: 

c1 c2 ... cn 
cn c1 ... cn−1 

⎝
 ⎠
A =
 .

... ... ... ... 
c2 ... cn c1 

n

Ïîêàæåì, ÷ò� p0 = q0 = (1/n, ..., 1/n), v = ck/n − ðåøåíè� èãð� 
k=1 

� ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâè� (∗) çäåñ� âûïîëíåíî, 
ïîñêîëüê� âñ� íåðàâåíñòâ� � íå� âûïîëíåí� êà� ðàâåíñòâà. � êà÷åñòâ� 
êîíêðåòíîã� ïðèìåð� ðàññìîòðè� èãð� "ìåøîê, êàìåíü, íîæíèöû"� ìàò
ðèöå� 

M K H
⎛
 ⎞
⎝ M 0 1 
K 

−1

1
 ⎠
A =
 −1 0 

H 1 
.


−1 0 
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Ìîæí� äàò� ñëåäóþùó� èíòåðïðåòàöè� ýòî� èãðû. Äâî� âûáèðàþ� 
îäè� è� òðå� ïðåäìåòîâ: ìåøîê, êàìåí� èë� íîæíèöû. Êàæäû� ïðåäìå� 
ïðîòè� ñàìîã� ñåá� íèêàêîã� âûèãðûø� í� äàåò, ïîýòîì� í� äèàãîíàë� 
ñòîÿ� 0. Íîæíèö� òóïÿòñ� � êàìåíü, ïîýòîì� îí� ïðîèãðûâàþ� êàìí� 1, 
� òî� � ñâî� î÷åðåä� âûèãðûâàå� � íîæíè� 1. Êàìåí� ìîæí� ïîìåñòèò� 
� ìåøîê, ïîýòîì� ìåøî� âûèãðûâàå� � êàìí� 1, � êàìåí� ïðîèãðûâàå� 
ìåøê� 1. Íîæíèö� ðåæó� ìåøîê, ïîýòîì� îí� âûèãðûâàþ� � ìåøê� 1, 
� ìåøî� ïðîèãðûâàå� íîæíèöà� 1. 

Óïðàæíåíè� 4.2. Ïóñò� B − ìàòðèöà, ïîëó÷åííà� ïðèáàâëåíèå� êîí
ñòàíò� c ê� âñå� ýëåìåíòà� ìàòðèö� A. Ïîêàçàòü, ÷ò� çíà÷åíè� ñîîò
âåòñòâóþùè� ìàòðè÷íû� èã� ñâÿçàí� ñîîòíîøåíèå� v(B) = v(A) + c, � 
îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêî� ñîâïàäàþò. 

Ïðèìå� 4.2. Ïðîäàâå� âûñòàâëÿå� í� ïðîäàæ� òð� ïðåäìåòà, í� ïðåä
ñòàâëÿþùè� äë� íåã� îñîáî� öåííîñò� (ñòàðû� òåëåâèçîð� � ò.ï.). Î� ãî
òî� è� ïðîäàò� äàæ� ç� íåçíà÷èòåëüíó� öåíó. Èìåþòñ� äâ� ïîêóïàòåë� 
(èãðîêà), ðàñïîëàãàþùè� îäèíàêîâûì� ñóììàì� äåíå� A. Èãðî� ñòàíî
âèòñ� îáëàäàòåëå� ïðåäìåòà, åñë� ïðåäëàãàå� ç� íåã� ñóììó, áóëüøóþ, 
÷å� ïàðòíåð. Öåë� ïåðâîã� èãðîê� ñîñòîè� � ïîêóïê� äâó� êàêèõ-ëèá� 
ïðåäìåòî� è� òðåõ. Öåë� âòîðîã� èãðîê� − âîñïðåïÿòñòâîâàò� ýòîìó. 

3

Ïóñò� x = (x1, x2, x3) ∈ X = {x | 
i=1 

xi = A, x1, x2, x3 ≥ 0} − 
ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà, ñîñòîÿùà� � ïðåäëîæåíè� ñóìì� xi ç� i-û� 
ïðåäìåò. Àíàëîãè÷íó� ñòðàòåãè� y = (y1, y2, y3) ∈ Y = X èñïîëüçóå� 
âòîðî� èãðîê. 

Áóäå� ïèñàò� x � y, åñë� êàêèå-ëèá� äâ� êîìïîíåíò� âåêòîð� x áîëü
ø� ñîîòâåòñòâóþùè� êîìïîíåí� âåêòîð� y. Îïðåäåëè� ôóíêöè� âûèãðû
ø� ïåðâîã� èãðîê� � 

F (x, y) = 
1, x � y, 

0, � ïðîòèâíî� ñëó÷àå. 
Çàìåòèì, ÷ò� 

∀x ∈ X ∃ y ∈ Y : (x � y) v = 0; ¬ ⇒ 
∀y ∈ Y ∃ x ∈ X : x � y v = 1.⇒

Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� èãð� í� èìåå� ðåøåíè� � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿõ. Íàéäå� 
å� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 

Ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� X (ñîâïàäàþùå� � Y ) èçîáðàçè� í� ïëîñêî
ñò� � âèä� ðàâíîñòîðîííåã� òðåóãîëüíèê� âûñîò� A. Òî÷ê� y èìåå� áà
ðèöåíòðè÷åñêè� êîîðäèíàò� y1, y2, y3, îïðåäåëÿþùè� å� ðàññòîÿíè� î� 
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òðå� ñòîðî� òðåóãîëüíèêà. Í� ðèñ. 4.1 èçîáðàæåí� ëèíè� x1 = y1, x2 = 
y2, x3 = y3. 

(A, 0, 0) 
x3 = y3 

JJ

J
J


� J
� 


� 
x2 = y2 


 
J
y 

� x1 = y1 

(0, 0, A) (0, A, 0) 

Ðèñ. 4.1 

Ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� âí� ýòè� ëèíè� ðàçîáüå� í� äâ� ïîäìíîæåñòâ� 

X1(y) = {x ∈ X | x � y}, X2(y) = {x ∈ X | y � x}. 

Çàìåòèì, ÷ò� X1(y) ÿâëÿåòñ� îáúåäèíåíèå� òðå� òðåóãîëüíèêîâ. Íàïðè
ìåð, íèæíè� òðåóãîëüíè� í� ðèñ. 4.1 ñîñòîè� è� òàêè� âåêòîðî� x, äë� 
êîòîðû� x2 > y2, x3 > y3. 

Ìíîæåñòâ� 
C = {x ∈ X | 0 ≤ xi ≤ 2A/3, i = 1, 2, 3}

0ïðåäñòàâëÿå� ñîáî� ïðàâèëüíû� øåñòèóãîëüíè� � öåíòðî� y , ñîâïàäàþ
ùè� � öåíòðî� òðåóãîëüíèê� X (ðèñ. 4.2). 

� J � 0 �

� J� 

y
�



 � 1 
 � 
 �
y a a� J � y J � � 

Ðèñ. 4.2 

Ïóñò� ϕ0 − ðàâíîìåðíî� ðàñïðåäåëåíè� í� C. Äîêàæåì, ÷ò� òðîéê� 
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(ϕ0, ϕ0 , 1/2) − ðåøåíè� èãð� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Äë� ýòîã� äîñòà
òî÷í� ïðîâåðèò� óñëîâè� (∗) òåîðåì� 4.1. 

Îáîçíà÷è� ÷åðå� mes(S) ïëîùàä� ôèãóð� S ⊂ X. Òîãä� 

F (ϕ0 , y) = 
mes(X1(y) ∩ C) ∀y ∈ Y. 

mes(C) 

Íåòðóäí� ïîêàçàòü, ÷ò� mes(X1(y) ∩ C) = 0.5mes(C) äë� âñå� y ∈ C. 
Äåéñòâèòåëüíî, äë� öåíòð� øåñòèóãîëüíèê� y0 ýò� óòâåðæäåíè� î÷åâèä
íî. Ïóñò� y = y0 . Îïðåäåëè� âåêòî� y1 ∈ C :6

1 1 0 1y = y1, y = y = A/3, y = 2A/3 − y1.1 2 2 3 

Ñðàâíèâà� ôèãóð� X1(y) ∩ C, X1(y
1) ∩ C � X1(y

0) ∩ C, óáåæäàåìñÿ, 
÷ò� è� ïëîùàä� ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïð� y ∈ C F (ϕ0, y) = 1/2. Ìåòî
äî� ñðàâíåíè� ïëîùàäå� ìîæí� òàêæ� ïîêàçàòü, ÷ò� mes(X1(y) ∩ C) > 
0.5mes(C), åñë� y /∈ C. Èòàê, äîêàçàíî, ÷ò� F (ϕ0, y) ≥ 1/2 ∀y ∈ Y. Ïî
ñêîëüê� 

mes(X2(x) ∩ C)
F (x, ϕ0) = 

mes(C) 
∀x ∈ X, 

äë� äîêàçàòåëüñòâ� íåðàâåíñòâ� F (x, ϕ0) ≤ 1/2 ∀x ∈ X äîñòàòî÷í� çàìå
òèòü, ÷ò� 

mes(X1(x) ∩ C) + mes(X2(x) ∩ C) = mes(C) ∀x ∈ X. 

Ïóñò� Γ − ñìåøàííî� ðàñøèðåíè� ïðîèçâîëüíî� àíòàãîíèñòè÷åñêî� 
èãð� Γ. 

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ψ0 âòîðîã� èãðîê� íàçûâàåòñ� âû
ðàâíèâàþùåé, åñë� F (x, ψ0) ≡ const í� ìíîæåñòâ� X. 

Àíàëîãè÷í� îïðåäåëÿåòñ� âûðàâíèâàþùà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. 

Óòâåðæäåíè� 4.1. Åñë� � èãð� Γ � îáîè� èãðîêî� ñóùåñòâóþ� âûðàâ
íèâàþùè� ñòðàòåãè� ϕ0, ψ0 , ò� îí� îïòèìàëüíû. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ï� îïðåäåëåíè� 

F (ϕ0 , y) = c1 ∀y ∈ Y, F (x, ψ0) = c2 ∀x ∈ X. 

Èíòåãðèðó� ýò� ðàâåíñòâ� ï� ψ0 � ϕ0 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷è� F (ϕ0, ψ0) = 
c1 = c2. Ïð� v = F (ϕ0, ψ0) íåðàâåíñòâ� è� óñëîâè� (∗) òåîðåì� 4.1 äë� 
òðîéê� (ϕ0, ψ0, v) âûïîëíåí� êà� ðàâåíñòâà. 

Äîêàçàííî� óòâåðæäåíè� ìîæí� óñèëèòü. 
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Óïðàæíåíè� 4.3. Ïóñò� � èãð� Γ ψ0 − âûðàâíèâàþùà� ñòðàòåãè� 
âòîðîã� èãðîê� � íàéäåòñ� òàêà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ϕ0 ïåðâîã� èãðî
êà, ÷ò� F (ϕ0, ψ0) = min F (ϕ0, ψ). Äîêàæèòå, ÷ò� ϕ0, ψ0 − îïòèìàëüíû� 

ψ∈{ψ}
ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 

Óïðàæíåíè� 4.4. Ïðèâåäèò� ïðèìå� èãð� � ìàòðèöå� ðàçìåðî� 2 ×
3, � êîòîðî� âòîðî� èãðî� èìåå� âûðàâíèâàþùóþ, í� í� îïòèìàëüíó� 
ñìåøàííó� ñòðàòåãèþ. 

Ïðèìå� 4.3. Ïåðâû� èãðî� âåäå� ñòðåëüá� ï� öåëè, êîòîðà� ìîæå� 
íàõîäèòüñ� � îäíî� è� òðå� òî÷åê: ëèá� � êîíöà� îòðåçê� [B, C] äëèí� 
2, ëèá� � åã� ñåðåäèí� D. Ïåðâû� èãðî� âûáèðàå� òî÷ê� ïðèöåë� B, C 
èë� D. Ïóñò� d − ðàññòîÿíè� î� òî÷ê� ïðèöåë� ä� ïîëîæåíè� öåëè, � 
âåðîÿòíîñò� å� ïîðàæåíè� ðàâí� 1, a, 0 äë� ðàññòîÿíè� d = 0, 1, 2 ñîîò
âåòñòâåííî. Âûèãðû� ïåðâîã� èãðîê� − âåðîÿòíîñò� ïîðàæåíè� öåëè. 
Òðåáóåòñ� îïðåäåëèò� îïòèìàëüíó� ñòðàòåãè� ñòðåëüá� � çàâèñèìîñò� 
î� çíà÷åíè� ïàðàìåòð� a ∈ (0, 1). ⎛ B C D ⎞ 

B 1 a 0 
Ñîñòàâè� ìàòðèö� èãð� A = C a 1 a . 

D 0 a 1

0 0

1
0
2

0
3

00

) − âûðàâíèâàþùà� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. 
Ìàòðèö� A ñèììåòðè÷í� � ñìåøàííà� ñòðàòåãè� p

Ïóñò� q
 = (q
 , q
 , q

ïåðâîã� èãð�
= q


ê� òàêæ� ÿâëÿåòñ� âûðàâíèâàþùåé. È� óòâåðæäåíè� 4.1 âûòåêàåò, ÷ò�

ñòðàòåãè� p0 � q0 îïòèìàëüíû. Íàéäå� q0 . � ñèë� ñèììåòðè� êîíöî� î�


0
1 = q
0

3.
ðåçê� [B, C] ï� îòíîøåíè� � åã� ñåðåäèí� D ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� q

Ñëåäîâàòåëüíî,


2q
0
1 + q
0

2 = 1,
 q
0
1 + aq
0

2 = v,
 2aq
0
1 + q
0

2 = v.


Âûïèøå� ðåøåíè� ïîëó÷åííî� ñèñòåì� óðàâíåíè�


, v =

21 − 2a

3 − 4a 
q
0
1 =


1 − a


3 − 4a

, q
0

2 

1 − 2a

=
 .


3 − 4a


0
1, q


0
2 íàõîäèì, ÷ò� a ≤ 1/2. Ïð� a >
È� óñëîâè� íåîòðèöàòåëüíîñò� q


0 0, v) = ((0, 1, 0), (1/2, 0, 1/2), a) − ðåøåíè� 
èãð� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 

Óïðàæíåíè� 4.5. Èñïîëüçó� âûðàâíèâàþùè� ñòðàòåãèè, ðåøèò� àíà
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ëîãè÷íó� èãð� � ìàòðèöå�
 ⎛ 
A =


⎝

1 a 0 0 
a 1 a 0 
0 a 1 a 
0 0 a 1 

⎠
 , 0 < a < 1.


Òåîðåì� 4.2. Äë� íåïðåðûâíî� èãð� Γ ñïðàâåäëèâ� ñëåäóþùè� äâ� 
óòâåðæäåíèÿ: 

1) inf F (ϕ, ψ) = min F (ϕ, y) ∀ ϕ ∈ {ϕ}; 
ψ∈{ψ} y∈Y 

2) sup F (ϕ, ψ) = max F (x, ψ) ∀ ψ ∈ {ψ}. 
ϕ∈{ϕ} x∈X 

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæå� 1). Âîçüìå� ëþáó� ñòðàòåãè� ϕ. Çàìå
òèì, ÷ò� min F (ϕ, y) äîñòèãàåòñÿ, ïîñêîëüê� ôóíêöè� F (ϕ, y) íåïðåðûâí� 

y∈Y 
ï� y. Äàëåå, 

inf F (ϕ, ψ) ≤ min F (ϕ, y) (4.1) 
ψ∈{ψ} y∈Y 

� äë� ëþáîã� ψ ∈ {ψ} 

F (ϕ, ψ) = F (ϕ, y)dψ(y) ≥ min F (ϕ, y)dψ(y) = min F (ϕ, y). 
y∈Y y∈Y 

Y Y 

Îòñþä� 
inf F (ϕ, ψ) ≥ min F (ϕ, y). (4.2) 

ψ∈{ψ} y∈Y 

È� (4.1) � (4.2) ñëåäóå� ïåðâî� óòâåðæäåíè� òåîðåìû. Óòâåðæäåíè� 2) 
äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷íî. 

Ñëåäñòâèå. Çíà÷åíè� v íåïðåðûâíî� èãð� Γ ìîæå� áûò� ïðåäñòàâëå
í� � âèä� ñëåäóþùè� äâó� ôîðìóë: 

v = max min F (ϕ, y) = min max F (x, ψ). 
ϕ∈{ϕ} y∈Y ψ∈{ψ} x∈X 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ï� òåîðåìà� 2.1,3.2 � 4.2 ïîëó÷àå� 

v = max inf F (ϕ, y) v = max inf F (ϕ, y). 
ϕ∈{ϕ} ψ∈{ψ} 

⇒ 
ϕ∈{ϕ} y∈Y 

Âòîðà� ôîðìóë� âûâîäèòñ� àíàëîãè÷íî. 
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Óïðàæíåíè� 4.6. Äîêàæèòå, ÷ò� çíà÷åíè� v íåïðåðûâíî� èãð� Γ óäî
âëåòâîðÿå� íåðàâåíñòâà� 

v = max min F (x, y) ≤ v ≤ min max F (x, y) = v. 
x∈X y∈Y y∈Y x∈X 

Òåîðåì� 4.2 ′. Äë� èãð� � ìàòðèöå� A ñïðàâåäëèâ� ñëåäóþùè� äâ� 
óòâåðæäåíèÿ: 

1) min A(p, q) = min A(p, j) ∀ p ∈ P ; 
q∈Q 1≤j≤n 

2) max A(p, q) = max A(i, q) ∀ q ∈ Q. 
p∈P 1≤i≤m 

Äîêàæèò� ñàìîñòîÿòåëüíî. 

Ñëåäñòâèå. Çíà÷åíè� v èãð� � ìàòðèöå� A ìîæå� áûò� ïðåäñòàâëåí� 
� âèä� ñëåäóþùè� äâó� ôîðìóë: 

v = max min A(p, j) = min max A(i, q). 
p∈P 1≤j≤n q∈Q 1≤i≤m 

Òåïåð� îáñóäè� òà� íàçûâàåìî� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêî
ñòè. Îïðåäåëè� ìíîæåñòâ� Sp(ϕ) ⊂ X − ñïåêò� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� 
ϕ, çàäàííî� í� îòðåçê� X. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� òî÷ê� x� ∈ X = [a, b] ïðèíàäëåæè� 
ñïåêòð� ñòðàòåãè� ϕ, åñë� äë� âñÿêîã� ε > 0 ñóùåñòâóå� òàêî� îòðåçî� 
[a′, b′], ñîäåðæàùè� x′, ÷ò� b� − a� < ε � ϕ(b′) − ϕ(a′) > 0. Ìíîæåñòâ� âñå� 
òî÷å� ñïåêòð� îáîçíà÷è� ÷åðå� Sp(ϕ). 

Óïðàæíåíè� 4.7. Äîêàæèòå, ÷ò� òî÷ê� ñêà÷ê� ôóíêöè� ðàñïðåäåëå
íè� ϕ � òî÷êè, ãä� å� ïðîèçâîäíà� ñóùåñòâóå� � ïîëîæèòåëüíà, ïðèíàä
ëåæà� ñïåêòð� Sp(ϕ). 

Òåîðåì� 4.3 (Ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñòè). Ïóñò� 
(ϕ0, ψ0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� íåïðåðûâíî� èãð� Γ. Òî
ãä� 

1) x ∈ Sp(ϕ0) ⇒ F (x, ψ0) = v;


2) y ∈ Sp(ψ0) ⇒ F (ϕ0, y) = v.


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæå� óòâåðæäåíè� 1). Ïðåäïîëîæè� ïðîòèâ
íîå, ò.å. íàéäåòñ� òàêà� òî÷ê� x� ∈ Sp(ϕ0), ÷ò� F (x′, ψ0) =6 v. Òîãä� ï� 
ñâîéñòâ� (∗) òåîðåì� 4.1 áóäå� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� F (x′, ψ0) < v. È� 
íåïðåðûâíîñò� ôóíêöè� F (x, ψ0) � îïðåäåëåíè� ñïåêòð� ñòðàòåãè� ϕ0 
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âûòåêàåò, ÷ò� äë� âñÿêîã� ε > 0 íàéäåòñ� òàêî� îòðåçî� [a′, b′], ñîäåðæà
ùè� òî÷ê� x′, � òàêî� ÷èñë� v� < v , ÷ò� äë� âñå� x ∈ [a′, b′] 

F (x, ψ0) ≤ v� < v, b� − a� < ε, ϕ0(b′) − ϕ0(a′) > 0. 

Òåïåð� � 
F (ϕ0, ψ0) = F (x, ψ0)dϕ0(x) = 

X 

= F (x, ψ0)dϕ0(x) + F (x, ψ0)dϕ0(x) ≤ v′dϕ0(x)+ 

(a′,b′] X\(a′,b′] (a′,b′] 

+ vdϕ0(x) < (ϕ0(b′) − ϕ0(a′))v + vdϕ0(x) = v, 

X\(a′,b′] X\(a′,b′] 

÷ò� ïðîòèâîðå÷è� îïðåäåëåíè� çíà÷åíè� èãðû. Óòâåðæäåíè� 2) äîêàçû
âàåòñ� àíàëîãè÷íî. 

Ñëåäñòâèå. Ïóñò� (ϕ0, ψ0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� íåïðå
ðûâíî� èãð� Γ. Òîãä� 

1) F (x, ψ0) < v ⇒ x /∈ Sp(ϕ0); 
2) F (ϕ0, y) > v ⇒ y /∈ Sp(ψ0). 
Ñôîðìóëèðóå� àíàëîãè÷íó� òåîðåì� äë� ìàòðè÷íû� èãð. 

Òåîðåì� 4.3 � (Ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñòè). Ïóñò� 
(p0, q0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� � ìàòðèöå� A. Òî
ãä� 

1) p0 > 0 A(i, q0) = v;

2) qj 

0 
i 

> 0 
⇒ 
A(p0, j) = v.
⇒ 

Óïðàæíåíè� 4.8. Äîêàæèò� òåîðåì� 4.3 ′. 

Ñëåäñòâèå. Ïóñò� (p0, q0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� 
� ìàòðèöå� A. Òîãä� 

1) A(i, q0) < v pi 
0 = 0; 

2) A(p0, j) > v 
⇒ 

qj 
0 = 0.⇒

Ïîÿñíè� âûðàæåíè� "äîïîëíÿþùà� íåæåñòêîñòü", çàèìñòâîâàííî� è� 
òåîðè� äâîéñòâåííîñò� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîñòàâè� � ñî
îòâåòñòâè� íåðàâåíñòâ� A(i, q0) ≤ v (A(p0, j) ≥ v) è� óñëîâè� (∗) íåðàâåí
ñòâ� p0 

i ≥ 0 (qj 
0 ≥ 0) � òå� æ� íîìåðîì. Òîãä� åñë� îäí� è� ýòè� íåðà

âåíñò� âûïîëíåí� ñòðîã� ("íåæåñòêî"), ò� ï� òåîðåì� 4.3 � � å� ñëåäñòâè� 

36




∑
∑

� 5. Ìåòîä� ðåøåíè� ìàòðè÷íû� èã�


ñîîòâåòñòâóþùå� íåðàâåíñòâ� âûïîëíåí� êà� ðàâåíñòâ� ("æåñòêî"). Âñ� 
ýò� ìîæí� çàïèñàò� � ñëåäóþùå� êðàòêî� ôîðìå: äë� ðåøåíè� (p0, q0, v) 
� ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� � ìàòðèöå� A ñïðàâåäëèâ� ðàâåíñòâ� 

p 0 
i (v − A(i, q0)) = qj 

0(A(p 0, j) − v) = 0, i = 1, ..., m, j = 1, ..., n. 

Ïðèìå� 4.4. Ðåøè� èãð� � äèàãîíàëüíî� ìàòðèöå� A, � êîòîðî� äèà
ãîíàëüíû� ýëåìåíò� ai > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� âñ� êîìïîíåíò� îïòè
ìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� p0 , q0 ïîëîæèòåëüíû. Òîãä� ï� òåîðåì� 
4.3 � 

n

A(i, q0) = aiqi 
0 = v, i = 1, ..., n, qi 

0 = 1. 
i=1 

Ðåøà� ýò� ñèñòåì� îòíîñèòåëüí� n + 1 íåèçâåñòíû� qi 
0 , i = 1, ..., n, v, 

n

ïîëó÷è� qi 
0 = v/ai, i = 1, ..., n, ãä� v = 1/ 

a
1 

k 
. 

k=1 

Àíàëîãè÷í� ìîæí� íàéòè, ÷ò� p0 = q0 . 
Ïðèâåäå� îäí� èíòåðïðåòàöè� ýòî� èãðû. Ïóñò� ìèëèöèîíå� (ïåð

âû� èãðîê) èùå� ïðåñòóïíèê� (âòîðîã� èãðîêà) � îäíî� è� n áàðîâ. Åñë� 
ìèëèöèîíå� ïðèõîäè� � áà� i, ãä� íàõîäèòñ� ïðåñòóïíèê, ò� âåðîÿòíîñò� 
åã� çàäåðæàíè� ðàâí� ai. Îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ïðåäïèñû
âàþ� èãðîêà� èäò� � áîëüøå� âåðîÿòíîñòü� � òî� áàð, ãä� âåðîÿòíîñò� 
çàäåðæàíè� ìåíüøå. Ïîýòîì� îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ïðåñòóïíèê� åñòå
ñòâåííà, � ìèëèöèîíåð� − ïàðàäîêñàëüíà. Îòìåòè� òàêæå, ÷ò� ì� îäíî
âðåìåíí� ðåøèë� ñëåäóþùó� çàäà÷� ïîèñê� ìàêñèìèíà: 

v = max min A(p, i) = max min aipi. 
p∈P 1≤i≤n p∈P 1≤i≤n 

��5. Ìåòîä� ðåøåíè� ìàòðè÷íû� èã� 

� ýòî� ïàðàãðàô� èçëîæåí� íåêîòîðû� ìåòîä� ðåøåíè� ìàòðè÷íû� 
èã� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Ïð� ýòî� íàø� öåë� áóäå� ñîñòîÿò� � ïî
èñê� õîò� á� îäíîã� ðåøåíè� èãðû. 

I. Äîìèíèðîâàíè� ñòðî� � ñòîëáöîâ. 
Åñë� ýëåìåíò� íåêîòîðî� ñòðîê� i1 ìàòðèö� A ìåíüø� ñîîòâåòñòâó

þùè� ýëåìåíòî� äðóãî� ñòðîê� i2, ò� èíòóèòèâí� ÿñíî, ÷ò� ñòðîê� i1 
ïåðâîì� èãðîê� ìîæí� í� èñïîëüçîâàòü. Ñôîðìóëèðóå� óñëîâè� äîìè
íèðîâàíè� ñòðî� � ñòîëáöî� ìàòðèö� èãðû, ïîçâîëÿþùè� óìåíüøèò� å� 
ðàçìåðû. 
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Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� âåêòî� a = (a1, ..., al) ñëàá� äîìè
íèðóå� âåêòî� b = (b1, ..., bl), åñë� ai ≥ bi, i = 1, ..., l. Áóäå� ãîâîðèò� � 
ñòðîãî� äîìèíèðîâàíèè, åñë� âñ� íåñòðîãè� íåðàâåíñòâ� ≥ çàìåíåí� í� 
ñòðîãè� >. Çàìåòèì, ÷ò� ñëàáî� äîìèíèðîâàíè� âîçìîæí� äàæ� � ñëó÷à� 
ðàâåíñòâ� âåêòîðî� a � b. 

Îïðåäåëåíèå. Äë� âåêòîðî� a(i), i = 1, ..., m, åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâ� 
m m

� ÷èñå� pi ≥ 0, i = 1, ..., m, pi = 1, ëèíåéíà� êîìáèíàöè� pia
(i) 

i=1 i=1 

íàçûâàåòñ� âûïóêëî� êîìáèíàöèå� âåêòîðî� a(i) � êîýôôèöèåíòàì� pi. 

Òåîðåì� 5.1 (� äîìèíèðîâàíè� ñòðîê). Ïóñò� íåêîòîðà� ñòðîê� 
ìàòðèö� A ñëàá� äîìèíèðóåòñ� âûïóêëî� êîìáèíàöèå� îñòàëüíû� ñòðîê. 
Òîãä� ýò� ñòðîê� âõîäè� � íóëåâî� âåðîÿòíîñòü� � íåêîòîðó� îïòèìàëü
íó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Åñë� óêàçàííî� äîìèíèðîâà
íè� ñòðîãîå, ò� ýò� ñòðîê� âõîäè� � íóëåâî� âåðîÿòíîñòü� � ëþáó� îïòè
ìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Äîìèíèðóåìû� ñòðîê� 
ìîæí� âû÷åðêíóò� è� ìàòðèö� èãðû. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñò� ñòðîê� ìàòðèö� A � íîìåðî� i1 ñëàá� äî
ìèíèðóåòñ� âûïóêëî� êîìáèíàöèå� îñòàëüíû� ñòðî� � êîýôôèöèåíòàì� 
pi ≥ 0, i = i1 : 

ai1j ≤ piaij, j = 1, ..., n, pi = 1. (5.1) 
i=i1 i=i1 

Ðàññìîòðè� ìàòðèö� Â, ïîëó÷åííó� è� A âû÷åðêèâàíèå� (èñêëþ÷åíè
åì) i1-î� ñòðîêè. Ïóñò� (p̂, q0 A. Ïîëîæè� , v) − ðåøåíè� èãð� � ìàòðèöå� ˆ

p0 = (p̂1, ..., p̂i1−1, 0, p̂i1+1, ..., p̂m) � äîêàæåì, ÷ò� òðîéê� (p0, q0, v) − ðåøå
íè� èãð� � ìàòðèöå� A. Òå� ñàìû� áóäå� äîêàçàí� âòîðî� óòâåðæäåíè� 
òåîðåì� � îáîñíîâàí� âû÷åðêèâàíè� i1-î� ñòðîêè. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøà� 
èãð� � ìàòðèöå� ˆ pA, ì� íàõîäè� ðåøåíè� èñõîäíî� èãðû, äîáàâëÿ� � ˆ
íóëåâó� i1-ó� êîìïîíåíòó. 

Ïðîâåðè� óñëîâè� (∗) äë� òðîéê� (p0, q0, v) � èãð� � ìàòðèöå� A. Èìå
å� 

A(p 0, j) = Â(p̂, j) ≥ v, j = 1, ..., n; A(i, q0) = Â(i, q0) ≤ v ∀ i =6 i1. 

Ïóñò� i = i1. Òîãäà, ïîëàãà� p� = (pi, i = i1), ïîëó÷è� 

n n

A(i1, q 
0) = ai1jqj 

0 ≤ ( aijpi)q 
0 = Â(p′, q 0) ≤ v, j 

j=1 j=1 i=i1 
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ïîñêîëüê� ñòðàòåãè� q0 âòîðîã� èãðîê� îïòèìàëüí� � èãð� � ìàòðèöå� Â. 
Èòàê, (p0, q0, v) − ðåøåíè� èãð� � ìàòðèöå� A. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� íåðàâåíñòâ� � (5.1) ñòðîãèå. Òîãä� � ïîñëåäíè� 
âûêëàäêà� ïåðâî� íåðàâåíñòâ� òàêæ� ñòðîãî� � A(i1, q

0) < v. Ïóñò� p∗ −
ïðîèçâîëüíà� îïòèìàëüíà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Òîãä� 
(p∗, q0, v) − ðåøåíè� èãð� � ìàòðèöå� A. È� ïîñëåäíåã� íåðàâåíñòâ� ï� 
ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò� ïîëó÷àå� p∗ i1 = 0. 

Îòìåòèì, ÷ò� ïð� èñêëþ÷åíè� ñòðîã� äîìèíèðóåìû� ñòðî� îïòèìàëü
íû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� ñîõðàíÿþòñÿ. Ïð� ñëàáî� äî
ìèíèðîâàíè� îïòèìàëüíû� ñòðàòåãè� ìîãó� òåðÿòüñÿ. � êà÷åñòâ� ïðèìå
ð� äîñòàòî÷í� ðàññìîòðåò� ìàòðèö� èãð� � ðàâíûì� ýëåìåíòàìè. 

Ñëåäóþùó� òåîðåì� äîêàæèò� ñàìîñòîÿòåëüíî. 

Òåîðåì� 5.1 � (� äîìèíèðîâàíè� ñòîëáöîâ). Ïóñò� íåêîòîðû� 
ñòîëáå� ìàòðèö� A ñëàá� äîìèíèðóå� âûïóêëó� êîìáèíàöè� îñòàëüíû� 
ñòîëáöî� ýòî� ìàòðèöû. Òîãä� ýòî� ñòîëáå� âõîäè� � íóëåâî� âåðîÿòíî
ñòü� � íåêîòîðó� îïòèìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. 
Åñë� óêàçàííî� äîìèíèðîâàíè� ñòðîãîå, ò� ýòî� ñòîëáå� âõîäè� � íóëå
âî� âåðîÿòíîñòü� � ëþáó� îïòèìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� âòîðîã� 
èãðîêà. Äîìèíèðóþùè� ñòîëáö� ìîæí� âû÷åðêíóò� è� ìàòðèö� èãðû. 

Ïðèìå� 5.1. Ðåøèò� èãð� � ìàòðèöå� ⎛ ⎞ 
3 1 5 

A = 1 3 3⎠ . 
2 2 1 

Çäåñ� ïîëóñóìì� ïåðâû� äâó� ñòðî� ñëàá� äîìèíèðóå� òðåòü� ñòðîê� � 
å� ìîæí� âû÷åðêíóòü. � ïîëó÷åííî� ìàòðèö� òðåòè� ñòîëáå� ñëàá� äîìè
íèðóå� âòîðîé. Ïîñë� åã� âû÷åðêèâàíè� ïîëó÷è� öèêëè÷åñêó� ìàòðèö� 

ˆ 3 1 
� ðåøåíèå� (ˆ q, v)A = p, ˆ = ((1/2, 1/2), (1/2, 1/2), 2). Ïîýòîì� èñ

1 3 
õîäíà� èãð� èìåå� ðåøåíè� 

(p0, q0, v) = ((1/2, 1/2, 0), (1/2, 1/2, 0), 2). 

Óïðàæíåíè� 5.1. Ïóñò� ìàòðèö� A èìåå� ñåäëîâó� òî÷êó. Ïîêàçàòü, 
÷ò� ïîñë� èñêëþ÷åíè� ñëàá� äîìèíèðóåìû� ñòðî� � ñëàá� äîìèíèðóþ
ùè� ñòîëáöî� áå� èñïîëüçîâàíè� âûïóêëû� êîìáèíàöè� ðåäóöèðîâàííà� 
ìàòðèö� èìåå� ñåäëîâó� òî÷ê� ìàòðèö� A. 
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Óïðàæíåíè� 5.2. Ïîëêîâíèê� Áëîòòî� (ïåðâîì� èãðîêó) ïîñòàâëå
í� çàäà÷� ïðîðûâ� òðåì� ïîëêàì� ÷åðå� äâ� ãîðíû� ïåðåâàëà, îõðàíÿ
åìû� äâóì� ïîëêàì� ïðîòèâíèê� (âòîðîã� èãðîêà). Ñòðàòåãè� Áëîòò� 
(k1, k2) ∈ X = {(3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3)} ñîñòîè� � òîì, ÷ò� k1 ïîëêî� 
íàïðàâëÿþòñ� í� ïåðâû� ïåðåâàë, � k2 − í� âòîðîé. Ïðîòèâíè� ðàñïîëà
ãàå� àíàëîãè÷íûì� ñòðàòåãèÿì� (l1, l2) ∈ Y = {(2, 0), (1, 1), (0, 2)}. Ïîëê� 
Áëîòò� � ïðîòèâíèêà, âñòðåòèâøèñ� í� ïåðåâàëå, âçàèìí� óíè÷òîæàþ� 
äðó� äðóãà. Âûèãðûøå� Áëîòò� ÿâëÿåòñ� îáùå� ÷èñë� åã� ïîëêîâ, ïðî
ðâàâøèõñ� ÷åðå� äâ� ïåðåâàëà, ò.å. âåëè÷èí� max[k1 −l1, 0]+max[k2−l2, 0]. 
Ðåøèò� ìàòðè÷íó� èãð� � íàéò� îïòèìàëüíó� ñòðàòåãè� Áëîòòî. 

II. Ãðàôè÷åñêè� ìåòî� ðåøåíè� èã� � ìàòðèöàì� ðàçìåðî� 2 × n � 
m × 2. 

Ðàññìîòðè� èãð� � 2 × n-ìàòðèöå� A. Ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� 
èãðîê� p = (p1, 1 −p1) îïðåäåëÿåòñ� âåëè÷èíî� p1 ∈ [0, 1]. Çíà÷åíè� èãðû, 
ñîãëàñí� ñëåäñòâè� òåîðåì� 4.2 ′, ïðåäñòàâèì� � âèä� 

v = max min A(p, j) = max min [a1jp1 + a2j(1 − p1)]. 
p∈P 1≤j≤n 0≤p1≤1 1≤j≤n 

Äë� íàõîæäåíè� çíà÷åíè� èãð� � îïòèìàëüíî� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� 
ïåðâîã� èãðîê� äîñòàòî÷í� í� îòðåçê� [0,1] ïîñòðîèò� ãðàôèê� ñåìåéñòâ� 
ëèíåéíû� ôóíêöè� lj(p1) = a1jp1 + a2j(1 − p1) � óãëîâûì� êîýôôèöèåí
òàì� kj = a1j − a2j, j = 1, ..., n, � íàéò� òî÷ê� ìàêñèìóì� p0

1 ôóíêöè� 
min lj(p1) − íèæíå� îãèáàþùå� ñåìåéñòâ� (ðèñ. 5.1).

1≤j≤n 

� lj1 

v 

SQ
lj2 

� p1 

0 p1
0 1 

Ðèñ. 5.1 

1Ïîëêîâíè� Áëîòò� − àíåêäîòè÷åñêè� ïåðñîíàæ, äåéñòâóþùå� ëèö� ìíîãè� èë
ëþñòðàòèâíû� ïðèìåðî� è� îáëàñò� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð. 
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Íàéäå� îïòèìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. Ðàçáå
ðå� ñëåäóþùè� âîçìîæíîñòè. 

à) 0 < p0
1 < 1. 

Ýòî� ñëó÷à� ïðåäñòàâëå� í� ðèñ. 5.1. Âîçüìå� äâ� ïðÿìû� lj1 � lj2 , 
ïðîõîäÿùè� ÷åðå� òî÷ê� (p1

0, v) � èìåþùè� óãëîâû� êîýôôèöèåíò� kj1 ≥
0, kj2 ≤ 0. Ðàññìîòðè� óðàâíåíè� 

kj1 q
∗ + kj2 (1 − q∗) = 0. (5.2) 

Îí� èìåå� ðåøåíè� q∗, ïðèíàäëåæàùå� îòðåçê� [0,1]. È� (5.2) ñëåäóåò, 
÷ò� óãëîâî� êîýôôèöèåí� ïðÿìî� lj1 (p1)q

∗ + lj2 (p1)(1 − q∗) ðàâå� íóëþ. 
Ñìåøàííà� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîê� ⎧ q∗, j = j1, 

0 : q0 1 − q∗, j = j2,q
 =
j ⎩

0, j = j1, j2, 

îïòèìàëüíà, ïîñêîëüê� ïð� âñå� p1 ∈ [0, 1] 
A(p, q0) = lj1 (p1)q

∗ + lj2 (p1)(1 − q∗) = v. 

á) p1
0 = 0. 

� ýòî� ñëó÷à� ÷èñòà� ñòðàòåãè� 2 ïåðâîã� èãðîê� ÿâëÿåòñ� îïòèìàëü
íîé. Ïîêàæåì, ÷ò� � âòîðîã� èãðîê� òàêæ� èìååòñ� ÷èñòà� îïòèìàëüíà� 
ñòðàòåãèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåòñ� ïðÿìà� lj1 , ïðîõîäÿùà� ÷åðå� òî÷ê� 
(0, v) � èìåþùà� óãëîâî� êîýôôèöèåí� kj1 ≤ 0. Âûáèðà� ÷èñòó� ñòðà
òåãè� j1, âòîðî� èãðî� í� ïîçâîëè� ïåðâîì� âûèãðàò� áîëüøå, ÷å� v, 
ïîñêîëüê� A(p, j1) = lj1 (p1) ≤ v ïð� âñå� p1 ∈ [0, 1]. Èòàê, ìàòðèö� èãð� 
èìåå� ñåäëîâó� òî÷ê� (2, j1). 

â) p0
1 = 1. 

� ýòî� ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî� á), ìàòðèö� èãð� òàêæ� èìåå� ñåäëîâó� 
òî÷êó. 

Ïðèìå� 5.2. Ðåøè� èãð� � ìàòðèöå� A = 
−1 −2 3 

. 
2 4 1 

Ïîñòðîè� òð� ïðÿìû� (ðèñ. 5.2) 
l1(p1) = (−1)p1 + 2(1 − p1) = 2 − 3p1,


l2(p1) = (−2)p1 + 4(1 − p1) = 4 − 6p1,


l3(p1) = 3p1 + 1(1 − p1) = 1 + 2p1,


íàéäåì, ÷ò� ìàêñèìó� íèæíå� îãèáàþùå� äîñòèãàåòñ� � p0 = 1/5 − òî÷ê� 1 

ïåðåñå÷åíè� ïðÿìû� l1 � l3. 
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4 � 

� l2


��
���

��l3 

v 
��Z�

2 

1 

� p1 

p1
0 = 

5
1 JZ

JJ
l1 10 

Ðèñ. 5.2 

Çíà÷åíè� èãð� v = l1(p
0
1) = 7/5 � p0 = (1/5, 4/5). Çäåñ� j1 = 3, k3 = 

2, j2 = 1, k1 = −3. È� óðàâíåíè� 2q∗ + (−3)(1 − q∗) = 0 íàõîäè� q∗ = 
3/5. Îòñþä� q0 = (2/5, 0, 3/5) − îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. 
Ñäåëàéò� ïðîâåðê� óñëîâè� (∗) òåîðåì� 4.1 � äë� íàéäåííîã� ðåøåíè� 
(p0, q0, v). 

Óïðàæíåíè� 5.3. Íàéäèò� âñ� îïòèìàëüíû� ñòðàòåãè� èãðîêî� � èãð� 
3 1 0

� ìàòðèöå� A = . 
0 1 3 

Òåïåð� ðàññìîòðè� èãð� � m × 2-ìàòðèöå� A. Ñìåøàííà� ñòðàòåãè� 
q = (q1, 1 − q1) âòîðîã� èãðîê� îïðåäåëÿåòñ� âåëè÷èíî� q1 ∈ [0, 1]. Çíà÷å
íè� èãðû, ñîãëàñí� ñëåäñòâè� òåîðåì� 4.2 ′, ïðåäñòàâèì� � âèä� 

v = min max A(i, q) = min max [ai1q1 + ai2(1 − q1)]. 
q∈Q 1≤i≤m 0≤q1≤1 1≤i≤m 

Ïîýòîì� íåîáõîäèì� ïîñòðîèò� âåðõíþ� îãèáàþùó� max li(q1) ñåìåé
1≤i≤m 

ñòâ� ïðÿìû� li(q1) = ai1q1 +ai2(1−q1), i = 1, ..., m, � íàéò� í� îòðåçê� [0,1] 
òî÷ê� q1

0 å� ìèíèìóìà. Îí� áóäå� ñîîòâåòñòâîâàò� îïòèìàëüíî� ñìåøàí
íî� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. Îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� 
ñòðîèòñ� � èñïîëüçîâàíèå� óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîã� (5.2). 

III. Ñâåäåíè� ðåøåíè� ìàòðè÷íî� èãð� � ïàð� äâîéñòâåííû� çàäà� 
ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíèÿ. 

Ñâåäåíè� ðåøåíè� ìàòðè÷íî� èãð� � çàäà÷à� ëèíåéíîã� ïðîãðàì
ìèðîâàíè� − íàèáîëå� ýôôåêòèâíû� ïðèåì, ïîçâîëÿþùè� èñïîëüçîâàò� 
àëãîðèò� ñèìïëåêñ-ìåòîäà. 
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Áå� ïîòåð� îáùíîñò� áóäå� ïðåäïîëàãàòü, ÷ò� çíà÷åíè� ìàòðè÷íî� 
èãð� v ïîëîæèòåëüíî. Ñîãëàñí� ñëåäñòâè� òåîðåì� 4.2 ′, îí� ïðåäñòàâè
ì� � âèä� 

m

v = max min A(p, j) = max min piaij. 
p∈P 1≤j≤n p∈P 1≤j≤n i=1 

Ââåäå� âñïîìîãàòåëüíó� ïåðåìåííó� u � çàïèøå� çàäà÷� íàõîæäå
íè� ìàêñèìèí� êà� çàäà÷� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíè� 
v = max u, ãä� 

(u,p)∈B

m m


B = {(u, p) | 
i=1 

piaij ≥ u, j = 1, ..., n, 
i=1 

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., m}. 

Äåéñòâèòåëüíî, ïð� ôèêñèðîâàííî� p ∈ P ìàêñèìàëüíî� çíà÷åíè� u ïð� 
îãðàíè÷åíèÿ� (u, p) ∈ B ðàâí� min A(p, j). 

1≤j≤n 
Ïîñêîëüê� v > 0, ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� u ïðèíèìàå� ïîëîæèòåëüíû� 

çíà÷åíèÿ. Ñäåëàå� çàìåí� ïåðåìåííû� zi = pi/u, z = (z1, ..., zm). Òîãäà, 
ó÷èòûâà� îãðàíè÷åíè� (u, p) ∈ B, ïîëó÷è� 

m m

zi = 1/u, aijzi ≥ 1, j = 1, ..., n, zi ≥ 0, i = 1, ..., m. 
i=1 i=1 

Îòñþä� 
1 

v = max u = m , 
(u,p)∈B � 

0zi 
i=1 

ãä� z0 − îïòèìàëüíî� ðåøåíè� çàäà÷� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíè� 

m

zi → min 
i=1 

m

aijzi ≥ 1, j = 1, ..., n, zi ≥ 0, i = 1, ..., m. (I) 
i=1 

Ï� z0 íàõîäè� çíà÷åíè� èãð� � îïòèìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� ïåð
m

âîã� èãðîêà: v = 1/ zi 
0 , p0 = vz0 . 

i=1 

Àíàëîãè÷í� ìîæí� ïîëó÷èòü, ÷ò� 

1 
v = min max A(i, q) = n , 

q∈Q 1≤i≤m � 
0wj 

j=1 
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ãä� w0 − îïòèìàëüíî� ðåøåíè� çàäà÷� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíè� 

n

wj → max 
j=1 

n

aijwj ≤ 1, i = 1, ..., m, wj ≥ 0, j = 1, ..., n. (II) 
j=1 

Çäåñ� q0 = vw0 − îïòèìàëüíà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. 
Çàäà÷� (I) � (II) äâîéñòâåíí� îäí� ï� îòíîøåíè� � äðóãîé. 

Îòìåòè� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò� äë� îïòèìàëüíû� ðå
øåíè� z0 � w0 çàäà� (I) � (II) : 

n

1) z0 > 0 aijwj 
0 = 1; i ⇒ 

j=1 
m

2) wj 
0 > 0 aijzi 

0 = 1.⇒ 
i=1 

Îí� íåïîñðåäñòâåíí� âûòåêàå� è� óòâåðæäåíè� òåîðåì� 4.3 � ïîñë� çàìå
í� ïåðåìåííû� p0 = vz0, q0 = vw0 . 

0 3 4 
Ïðèìå� 5.3. Ðåøèò� èãð� � ìàòðèöå� A = . Îòìåòèì, ÷ò� 

2 1 −3 
ñòðàòåãè� p = (1/2, 1/2) îáåñïå÷èâàå� ïåðâîì� èãðîê� ïîëîæèòåëüíû� 
âûèãðûø. Ïîýòîì� v > 0. Âûïèøå� çàäà÷� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâà
íè� 

z1 + z2 min → 

2z2 ≥ 1, 3z1 + z2 ≥ 1, 4z1 − 3z2 ≥ 1, (I) 

z1, z2 ≥ 0; 

w1 + w2 + w3 max → 

3w2 + 4w3 ≤ 1, 2w1 + w2 − 3w3 ≤ 1, (II) 

w1, w2, w3 ≥ 0. 

Èñïîëüçó� ãðàôè÷åñêè� ïîñòðîåíè� í� ïëîñêîñòè, íåòðóäí� íàéòè, ÷ò� 
z0 = (5/8, 1/2) − îïòèìàëüíî� ðåøåíè� çàäà÷� (I). Îòñþä� 

v = 1/(z1
0 + z2

0) = 8/9, p 0 = vz 0 = (5/9, 4/9). 
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Íàéäå� îïòèìàëüíî� ðåøåíè� w
0 çàäà÷� (II). Ïîñêîëüê� z
0
1 , z


0
2 > 0 �


3z
0
1 + z
0

2 > 1, ï� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò�


3w
0
2 + 4w
0

3
0
1 + w
0

2 − 3w
0
3 = 1, w
0

2 = 0.
= 1, 2w


0 = (7/8, 0, 1/4), q0 = vw
0 = (7/9, 0, 2/9).Ïîýòîì� w


IV. Íåîáõîäèìû� óñëîâè� äë� êðàéíè� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðà
òåãèé. 

Çäåñ� ðàññìàòðèâàåòñ� êîìáèíàòîðíîã� òèï� àëãîðèò� ðåøåíè� èã
ðû, îñíîâàííû� í� ïåðåáîð� ïîäìàòðè� ìàòðèö� A. 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñò� Z − âûïóêëî� ìíîæåñòâ� åâêëèäîâ� ïðîñòðàí
∈ Z íàçûâàåòñ� êðàéíå� òî÷êî� ìíîæåñòâ� Z, åñë� í� 

1, ÷ò� 

0ñòâà. Òî÷ê� z

ñóùåñòâóå� òàêè� òî÷å� z� =6 z′� ∈ Z � òàêîã� ÷èñë� 0 < λ < 

= λz� + (1 − λ)z′′. 
Äðóãèì� ñëîâàìè, êðàéíÿ� òî÷ê� âûïóêëîã� ìíîæåñòâ� Z í� ÿâëÿåò

0z


ñ� âíóòðåííå� òî÷êî� íèêàêîã� îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåã� äâ� òî÷ê� ýòîã� 
ìíîæåñòâà. Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� êðàéíÿ� òî÷ê� í� ìîæå� áûò� âíó
òðåííå� òî÷êî� ìíîæåñòâ� Z. Îäíàê� í� âñÿêà� ãðàíè÷íà� òî÷ê� ìíîæå
ñòâ� Z ÿâëÿåòñ� êðàéíå� òî÷êî� ýòîã� ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, � êâàäðàò� 
êðàéíèì� òî÷êàì� ÿâëÿþòñ� òîëüê� åã� âåðøèíû. 

020 Arg∈ max 
Óïðàæíåíè� 5.4. Ïóñò� Z − âûïóêëû� êîìïàê� åâêëèäîâ� ïðîñòðàí

− êðàéíÿ� òî÷ê� ìíîæåñòâ� 
z∈Z 

ñòâ� � z
 Äîêàæèòå, ÷ò� z
|z|
 .

Z. 

Óïðàæíåíè� 5.5. Ïóñò� h(z) − ëèíåéíà� ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííà� í� 
âûïóêëî� êîìïàêò� Z åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷ò� h(z) äî
ñòèãàå� ìàêñèìóì� � íåêîòîðî� êðàéíå� òî÷ê� ìíîæåñòâ� Z. 

Åñë� ìíîæåñòâ� Z − ìíîãîãðàííèê, ò� åã� êðàéíè� òî÷ê� íàçûâàþòñ� 
âåðøèíàìè. Âåðíåìñ� � èãð� � ìàòðèöå� A � ðàññìîòðè� ìíîæåñòâ� 
îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� 

m

P 0 0 0p
i=1

∈ P
 j = 1, ..., n},
i aij ≥ v, 

ãä� v − çíà÷åíè� ìàòðè÷íî� èãðû. Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� P 0 − ìíîãî
ãðàííè� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà. 

Îïðåäåëåíèå. Êðàéíå� îïòèìàëüíî� ñìåøàííî� ñòðàòåãèå� ïåðâîã� 
èãðîê� áóäå� íàçûâàò� âåðøèí� ìíîãîãðàííèê� P 0 . 
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Ìíîæåñòâ� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîê�

n

Q0 = {q0 ∈ Q | 
j=1 

aijqj 
0 ≤ v, i = 1, ..., m} 

òàêæ� ÿâëÿåòñ� ìíîãîãðàííèêî� � åã� âåðøèí� − êðàéíè� îïòèìàëüíû� 
ñìåøàííû� ñòðàòåãèè. 

Òåîðåì� 5.2. Ïóñò� � èãð� � ìàòðèöå� A = (aij)m×n çíà÷åíè� v = 0. 
0 0 

6
Òîãä� äë� ëþáî� ïàð� p , q êðàéíè� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòå
ãè� èãðîêî� íàéäåòñ� òàêà� íåâûðîæäåííà� ïîäìàòðèö� A = (ailjt )k×k 
ìàòðèö� A, ÷ò� âûïîëíåí� óñëîâè� 

k k

p 0 
il 
ailjt = v, t = 1, ..., k, p 0 

il 
= 1, (5.3) 

l=1 l=1 

k k

ailjt qj
0 
t 
= v, l = 1, ..., k, qj

0 
t 
= 1. (5.4) 

t=1 t=1 

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëè� ñëåäóþùè� ìíîæåñòâ� ÷èñòû� ñòðàòå
ãè� èãðîêîâ: 

n

I1 = {i | pi 0 > 0}, I2 = {i | 
j=1 

aijqj 
0 = v}, 

m

J1 = {j | qj 0 > 0}, J2 = {j | 
i=1 

p0 
i aij = v}. 

È� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò� (òåîðåì� 4.3 ′) ñëåäóåò, ÷ò� 
I1 ⊂ I2, J1 ⊂ J2. Áå� ïîòåð� îáùíîñò� áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� 

I1 = {1, ..., r}, I2 = {1, ..., d}, J1 = {1, ..., s}, J2 = {1, ..., h}, 

ãä� r ≤ d � s ≤ h. Ýòîã� âñåãä� ìîæí� äîáèòüñ� ïîäõîäÿùå� ïåðåñòàíîâ
êî� ñòðî� � ñòîëáöî� ìàòðèö� A. 

Ðàññìîòðè� ïîäìàòðèö� Ã = (aij)d×h ìàòðèö� A. Äîêàæåì, ÷ò� ïåð
âû� r ñòðî� ìàòðèö� Ã ëèíåéí� íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæè� ïðîòèâíîå. 
Òîãä� íàéäóòñ� òàêè� ÷èñë� αi, i = 1, ..., r, í� âñ� ðàâíû� íóëþ, ÷ò� 

r

αiaij = 0, j = 1, ..., h. (5.5) 
i=1 

Ïîêàæåì, ÷ò� ïð� ýòî� 
r

αi = 0. (5.6) 
i=1 
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Äåéñòâèòåëüíî, è� (5.5) � è� îïðåäåëåíè� ìíîæåñòâ� I2 ñëåäóåò, ÷ò� 

h r r h r

0 = ( αiaij)qj 
0 = αi( aijqj 

0) = v αi. 
j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 

Ïîñêîëüê� v = 0, îòñþä� ñëåäóå� (5.6). ×òîá� ïðèäò� � ïðîòèâîðå÷èþ, 
ðàññìîòðè� íåíóëåâî� âåêòî� α = (α1, ..., αr, 0, ..., 0) ∈ Em � ïð� ε =6 0 
îïðåäåëè� âåêòî� pε = p0 + εα. È� (5.6) ñëåäóåò, ÷ò� ñóìì� êîìïîíåí� 
âåêòîð� pε ðàâí� åäèíèö� � ïð� äîñòàòî÷í� ìàëî� ε ýò� êîìïîíåíò� 
ìîæí� ñäåëàò� íåîòðèöàòåëüíûìè. Òàêè� îáðàçîì, ïð� ìàëî� ε âåêòî� 
pε ÿâëÿåòñ� ñìåøàííî� ñòðàòåãèå� ïåðâîã� èãðîêà. Ïîêàæåì, ÷ò� ïð� 
äîñòàòî÷í� ìàëî� ε ñòðàòåãè� pε îïòèìàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçó� 
(5.5) � îïðåäåëåíè� ìíîæåñòâ� J2, ïð� ìàëî� ε ïîëó÷è� 

m m r∑ � � = v, j=1,...,h,
A(p ε, j) = p εi aij = p 0 

i aij + ε αiaij 
> v, � > h. 

i=1 i=1 i=1 

Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåøàííà� ñòðàòåãè� pε ïð� ìàëû� ε îïòèìàëüíà. Íàêî
íåö, p0 = (pε + p−ε)/2, ÷ò� ïðîòèâîðå÷è� îïðåäåëåíè� ñòðàòåãè� p0 . 

Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� ïåðâû� s ñòîëáöî� ìàòðèö� Ã ëèíåéí� 
íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷è� ÷åðå� k ðàí� ìàòðèö� Ã. È� äîêàçàííîã� âûòå
êàåò, ÷ò� k ≥ max[r, s]. Áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàò� áàçèñíûì� 
ïåðâû� k ñòðî� � ïåðâû� k ñòîëáöî� ìàòðèö� Ã. Í� è� ïåðåñå÷åíè� ñòîè� 
íåâûðîæäåííà� ïîäìàòðèö� A = (aij)k×k. Äë� ýòî� ïîäìàòðèö� ñïðàâåä
ëèâ� ðàâåíñòâ� 

k k

pi 
0 aij = v, j = 1, ..., k, pi 

0 = 1, 
i=1 i=1 

k k

aijqj 
0 = v, i = 1, ..., k, qj 

0 = 1, 
j=1 j=1 

êîòîðû� ïðåäñòàâëÿþ� ñîáî� ñèñòåì� (5.3) � (5.4), åñë� âåðíóòüñ� � èñ
õîäíî� íóìåðàöè� ñòðî� � ñòîëáöîâ. 

Óïðàæíåíè� 5.6. Äîêàæèòå, ÷ò� óñëîâè� (5.3) � (5.4) äîñòàòî÷í� äë� 
òîãî, ÷òîá� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� p0 � q0 áûë� êðàéíèì� 
îïòèìàëüíûìè. 
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Ïîêàæåì, ÷ò� ñèñòåì� k + 1 ëèíåéíû� óðàâíåíè� (5.3) îòíîñèòåëüí� 
k + 1 íåèçâåñòíû� pi

0 
l 
, l = 1, ..., k, v ëèá� í� èìåå� ðåøåíèÿ, ëèá� èìåå� 

åäèíñòâåííî� ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñøèðåííà� ìàòðèö� ñèñòåì� 
(5.3) èìåå� âè� ⎛ ⎞ 

0ai1j1 aikj1 −1· · · ⎜ 0⎟ ⎜ −1 · · · · · · · · · ai1jk aikjk −1 0⎠ . · · · 
1 1 0 1· · · 

Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� å� ðàí� ðàâå� k + 1. Åñë� ñèñòåì� (5.3) èìåå� ðå
øåíèå, ò� ï� òåîðåì� Êðåíåêåðà-Êàïåëë� ðàí� ìàòðèö� ñèñòåì� òàêæ� 
ðàâå� k + 1 � îí� − íåâûðîæäåííàÿ. Îòñþä� ñëåäóå� åäèíñòâåííîñò� 
ðåøåíè� ñèñòåì� (5.3). 

Âûïèøå� � ïîñëåäíå� ñëó÷à� ðåøåíè� ñèñòå� (5.3) � (5.4) � ÿâíî� 
âèäå. Äë� ýòîã� ââåäå� âåêòîð� 

p = (pi
0 
l 
, l = 1, ..., k), q = (qj

0 
t 
, t = 1, ..., k), e = (1, ..., 1) ∈ Ek 

� çàïèøå� ñèñòåì� (5.3) � ìàòðè÷íû� îáîçíà÷åíèÿ� 

pA = ve, p, e = 1. 

Óìíîæà� ïåðâî� ðàâåíñòâ� ñïðàâ� í� ìàòðèö� (A)−1 , âûðàçè� âåêòî� p 
÷åðå� v : p = ve(A)−1 . Ïîäñòàâëÿ� ýò� âûðàæåíè� � óðàâíåíè� 
p, e = 1, ïîëó÷è� 

e(A)−1 1 
p = 〈 〉 , v = 〈 〉 . 

e(A)−1, e e(A)−1, e 

Àíàëîãè÷í� è� ñèñòåì� (5.4) íàõîäèòñ� 

(A)−1e 
q = 〈 〉 . 

(A)−1e, e 

Óïðàæíåíè� 5.7. Ïðèâåäèò� ïðèìå� 2 × 2-ìàòðèö� A, äë� êîòîðî� 
ñèñòåì� (5.3) í� èìåå� ðåøåíèÿ. 

Ðàññìîòðè� òåïåð� àëãîðèò� ðåøåíè� ìàòðè÷íî� èãðû. Ïåðåáèðàå� 
âñ� íåâûðîæäåííû� k × k-ïîäìàòðèö� A ìàòðèö� A, íà÷èíà� � k = 2. 
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Äë� êàæäî� ïîäìàòðèö� A ðåøàå� ñèñòåì� óðàâíåíè� (5.3) � (5.4). Åñë� 
ðåøåíè� í� ñóùåñòâóå� èë� íåêîòîðû� êîìïîíåíò� 

pi
0 
l 
, l = 1, ..., k, qj

0 
t 
, t = 1, ..., k 

îòðèöàòåëüíû, ò� ïåðåõîäè� � ñëåäóþùå� ïîäìàòðèö� A. Ïóñò� óêàçàí
íû� êîìïîíåíò� ðåøåíè� íåîòðèöàòåëüíû. Òîãä� îïðåäåëè� ñìåøàííû� 
ñòðàòåãè� � 

q
0 
jt ,
 j = jt, 

0, j = jt. 

0 ,
 i = il,p
il0 0 0 0:
 :
p
 pi = q
 qj = 
0, i = il; 

Òåïåð� äë� òðîéê� (p0, q0, v) íåîáõîäèì� ïðîâåðèò� óñëîâè� (∗) òåîðå
ì� 4.1 ′. Åñë� îí� âûïîëíåíî, ò� èñêîìî� ðåøåíè� (p0, q0, v) íàéäåíî. � 
ïðîòèâíî� ñëó÷à� ïåðåõîäè� � ñëåäóþùå� ïîäìàòðèö� A. 

Ïðèìå� 5.4. Ðàññìîòðè� ìàòðèö� âèä� ⎛ 
A =


⎝

1 1 1 0 0

1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 1


⎠
 .


Çäåñ� íå� ñëàá� äîìèíèðóåìû� ñòðî� (äàæ� íèêàêèì� âûïóêëûì� êîì
áèíàöèÿì� − äîêàæèòå!) � ñëàá� äîìèíèðóþùè� ñòîëáöî� . Åñë� ïðèìå
íèò� óêàçàííû� âûø� àëãîðèòì, ò� ïîäìàòðèö� 

a11 a15 1 0 
A = = 

a41 a45 0 1 

äàñ� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� 

p0 = (1/2, 0, 0, 1/2), q0 = (1/2, 0, 0, 0, 1/2), v = 1/2. 

V. Ìåòî� Áðàóíà. 

� ýòî� ïàðàãðàô� ì� ðàññìîòðè� èòåðàöèîííû� ìåòî� ïðèáëèæåí
íîã� ðåøåíè� èãð� � ìàòðèöå� A. Ïóñò� çàäàí� ÷èñë� ε > 0. Òðåáóåòñ� 
íàéò� çíà÷åíè� èãð� � òî÷íîñòü� ä� âåëè÷èí� ε, � òàêæ� ε-ìàêñèìèííó� 
� ε-ìèíèìàêñíó� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 

Ìåòî� Áðàóí� ñîñòîè� � ìíîãîêðàòíî� ôèêòèâíî� ðàçûãðûâàíè� ìàò
ðè÷íî� èãðû, ïð� êîòîðî� èãðîê� ï� îïðåäåëåííû� ïðàâèëà� âûáèðà
þ� ñâî� ÷èñòû� ñòðàòåãèè. Ïóñò� ç� k ïîâòîðåíè� èãð� ïåðâû� èãðî� ri 
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ðà� âûáðà� ñòðàòåãè� i, i = 1, ..., m, � âòîðî� lj ðà� âûáðà� ñòðàòåãè� 
j, j = 1, ..., n. Âåêòîð� ÷àñòî� âûáîð� ÷èñòû� ñòðàòåãè� � � � � 

p(k) = 
r1 
k 
, ..., 

rm 
k 

, q(k) = 
l1 
k 
, ..., 

ln 
k 

ÿâëÿþòñ� ñìåøàííûì� ñòðàòåãèÿì� èãðîêîâ. 
Îïðåäåëè� èòåðàöèîííû� ïðîöåñ� Áðàóíà. 

Øà� 1. Èãðîê� âûáèðàþ� ïðîèçâîëüí� ñòðàòåãè� i1 � j1. 
Ïóñò� ç� k ïîâòîðåíè� èãð� ïåðâû� èãðî� âûáðà� ñòðàòåãè� i1, ..., ik, 

� âòîðî� − ñòðàòåãè� j1, ..., jk. Ïð� ýòî� p(k) � q(k) − ñîîòâåòñòâóþùè� 
âåêòîð� ÷àñòîò. 

Øà� k + 1. Èãðîê� âûáèðàþ� ñòðàòåãè� ik+1 � jk+1 è� óñëîâè� 

A(ik+1, q(k)) = max A(i, q(k)) = v1(k), 
1≤i≤m 

A(p(k), jk+1) = min A(p(k), j) = v2(k). 
1≤j≤n 

Êàæäû� èãðî� âûáèðàå� ñâî� ÷èñòó� ñòðàòåãè� êà� íàèëó÷øè� îòâå� 
í� ñîîòâåòñòâóþùè� âåêòî� ÷àñòî� ïàðòíåðà. Åñë� íàèëó÷øè� îòâåòî� 
íåñêîëüêî, ò� âûáèðàåòñ� ëþáî� è� íèõ. 

Ïîêàæåì, ÷ò� v1(k) � v2(k) − îöåíê� äë� çíà÷åíè� v ìàòðè÷íî� èãðû: 

v2(k) ≤ v ≤ v1(k), k = 1, 2, .... (5.7) 

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçó� ñëåäñòâè� òåîðåì� 4.2 ′, ïîëó÷è� 

v2(k) = min A(p(k), j) ≤ max min A(p, j) = v = 
1≤j≤n p∈P 1≤j≤n 

= min max A(i, q) ≤ max A(i, q(k)) = v1(k). 
q∈Q 1≤i≤m 1≤i≤m 

Äë� äîêàçàòåëüñòâ� ñõîäèìîñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñòå� {v1(k)}, {v2(k)}
� çíà÷åíè� èãð� v íà� ïîòðåáóåòñ� îáîáùåííû� èòåðàöèîííû� ïðîöåññ. 

Ïóñò� c(0) ∈ Em, d(0) ∈ En − äâ� âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùè� óñëîâè� 
max ci(0) = min dj(0). Âîçüìå� 

1≤i≤m 1≤j≤n 

i1 ∈ Arg max ci(0), j1 ∈ Arg min dj(0). 
1≤i≤m 1≤j≤n 
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Ïóñò� îïðåäåëåí� ñòðàòåãè� i1, ..., ik, j1, ..., jk � âåêòîð� 
c(0), c(1), ..., c(k), d(0), d(1), ..., d(k). Âîçüìå� 

ik+1 ∈ Arg max ci(k), jk+1 ∈ Arg min dj(k)
1≤i≤m 1≤j≤n 

� ïîëîæè� äë� âñå� i = 1, ..., m, j = 1, ..., n 

ci(k + 1) = ci(k) + aijk , dj(k + 1) = dj(k) + aikj. 

Òàêè� îáðàçîì, âåêòî� c(k + 1) åñò� ñóìì� âåêòîð� c(0) � ñòîëáöî� ìàò
ðèö� A � íîìåðàì� j1, ..., jk. Àíàëîãè÷íî, âåêòî� d(k + 1) åñò� ñóìì� 
âåêòîð� d(0) � ñòðî� ìàòðèö� A � íîìåðàì� i1, ..., ik. Íåòðóäí� âèäåòü, 
÷ò� 

k n

ci(k) = ci(0) + aijt = ci(0) + aijlj = ci(0) + kA(i, q(k)), 
t=1 j=1 

dj(k) = dj(0) + kA(p(k), j). 

Ïð� íóëåâû� âåêòîðà� c(0) � d(0) ïîñòðîåííû� èòåðàöèîííû� ïðîöåñ� 
ñîâïàäàå� � ïðîöåññî� Áðàóíà. Ïîñêîëüê� ìíîæåñòâ� 
Ar� max ci(k) � Ar� min dj(k) ìîãó� ñîäåðæàò� áîëå� îäíîã� ýëåìåíòà, 

1≤i≤m 1≤j≤n 
ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {c(k)}, {d(k)} îïðåäåëÿþòñ� � õîä� èòåðàöèîííîã� 
ïðîöåññ� í� îäíîçíà÷íî. 

Îïðåäåëèì, êà� � ðàíåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñò� âåëè÷è� 

ci(k) dj(k) 
v1(k) = max , v2(k) = min , k = 1, 2, .... 

1≤i≤m k 1≤j≤n k 

Äàëå� áóäå� äîêàçàí� è� ñõîäèìîñò� � çíà÷åíè� èãð� v äë� ëþáû� âåê
òîðî� c(0), d(0). 

È� íåðàâåíñò� (ñì. äîêàçàòåëüñòâ� íåðàâåíñòâ� (5.7)) 

max A(i, q(k)) ≥ v ≥ min A(p(k), j), k = 1, 2, ..., 
1≤i≤m 1≤j≤n 

ñëåäóåò, ÷ò� 

ci(0) 
lim v1(k) = lim max + A(i, q(k)) ≥ v ≥
k→∞ k→∞ 1≤i≤m k 
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≥ lim min 
dj(0) 

+ A(p(k), j) = lim v2(k). 
k→∞ 1≤j≤n k k→∞ 

Îòñþä� 
lim (v1(k) − v2(k)) ≥ 0. (5.8) 
k→∞ 

Ïîêàæåì, ÷ò� 
lim (v1(k) − v2(k)) ≤ 0. (5.9) 
k→∞ 

Áóäå� èñïîëüçîâàò� îáîçíà÷åíè� 

∆(k) = max ci(k) − min dj(k). 
1≤i≤m 1≤j≤n 

� ïîìîùü� íåã� óñëîâè� max ci(0) = min dj(0) ìîæí� çàïèñàò� � âèä� 
1≤i≤m 1≤j≤n 

∆(0) = 0. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� i-à� ñòðîê� (j-� ñòîëáåö) ìàòðè
ö� A ñóùåñòâåíí� (ñóùåñòâåíåí) í� îòðåçê� øàãî� [s, s + t], åñë� äë� 
íåêîòîðîã� øàã� t� ∈ [s, s + t] it� = i (jt� = j). 

Ëåìì� 5.1. Ïóñò� âñ� ñòðîê� � ñòîëáö� ìàòðèö� A ñóùåñòâåíí� í� 
îòðåçê� øàãî� [s, s + t]. Òîãä� 

max ci(s + t) − min dj(s + t) ≤ 4at, (5.10) 
1≤i≤m 1≤j≤n 

ãä� a = max max . 
1≤i≤m 1≤j≤n 

|aij|
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæå� ñíà÷àëà, ÷ò� � óñëîâèÿ� ëåìì� ñïðàâåä

ëèâ� íåðàâåíñòâ� 

max ci(s + t) − min ci(s + t) ≤ 2at, (5.11) 
1≤i≤m 1≤i≤m 

max dj(s + t) − min dj(s + t) ≤ 2at. (5.12) 
1≤j≤n 1≤j≤n 

Äîêàæå� (5.11). Ïóñò� äë� l-î� ñòðîê� âûïîëíåí� ðàâåíñòâ� 
min ci(s + t) = cl(s + t). È� óñëîâè� ëåìì� âûòåêàåò, ÷ò� íàéäåòñ� òàêî� 

1≤i≤m 
íîìå� øàã� t� ∈ [s, s + t], ÷ò� max ci(t

′) = cl(t
′). Òîãä� 

1≤i≤m 

max ci(s + t) − min ci(s + t) = 
1≤i≤m 1≤i≤m 
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= max ci(s + t) − max ci(t
′) + cl(t

′) − cl(s + t) ≤
1≤i≤m 1≤i≤m 

max (ci(s + t) − ci(t
′)) + cl(t

′) − cl(s + t) ≤ 2at,≤ 
1≤i≤m 

ïîñêîëüê� âñ� ïîñëåäíè� ðàçíîñò� í� ïðåâîñõîäÿ� at. Íåðàâåíñòâ� (5.12) 
äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷íî. Ïîêàæå� òàêæå, ÷ò� ñïðàâåäëèâ� íåðàâåíñòâ� 

min ci(s + t) − max dj(s + t) ≤ 0. (5.13) 
1≤i≤m 1≤j≤n 

Ïóñò� vT − çíà÷åíè� èãð� � ìàòðèöå� AT , òðàíñïîíèðîâàííî� � A. Òîãä� 

min A(i, q(s + t)) ≤ max min A(i, q) = v T = 
1≤i≤m q∈Q 1≤i≤m 

= min max A(p, j) ≤ max A(p(s + t), j). 
p∈P 1≤j≤n 1≤j≤n 

Îòñþä� 

ci(0) ci(0) 
min + A(i, q(s + t)) max + min A(i, q(s + t)) ≤

1≤i≤m s + t 
≤ 

1≤i≤m s + t 1≤i≤m 

dj(0) dj(0) ≤ min + max A(p(s + t), j)) ≤ max + A(p(s + t), j))
1≤j≤n s + t 1≤j≤n 1≤j≤n s + t 

Äîìíîæà� ýò� íåðàâåíñòâ� í� s + t, âûâîäè� (5.13). Íåðàâåíñòâ� (5.10) 
ïîëó÷àåòñ� ñëîæåíèå� íåðàâåíñò� (5.11)−(5.13). 

Ëåìì� 5.2. Äë� ïðîèçâîëüíî� ìàòðèö� A � ïðîèçâîëüíîã� ε > 0 
íàéäåòñ� òàêî� íîìå� øàã� k0, ÷ò� äë� ëþáû� ïîñëåäîâàòåëüíîñòå� 
c(k), d(k), k = 0, 1, ... èòåðàöèîííîã� ïðîöåññ� ∆(k) ≤ εk ïð� k ≥ k0. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíè� ëåìì� âåðí� äë� 1 × 1-ìàòðè� A, ïî
ñêîëüê� òîãä� c(k) = d(k) äë� âñå� k ≥ 1. Ïðèìåì, ÷ò� ëåìì� âåðí� äë� 
âñå� ïîäìàòðè� ìàòðèö� A � äîêàæåì, ÷ò� îí� âåðí� � äë� A. Âûáåðå� 
k1 òàêè� îáðàçîì, ÷òîá� äë� ëþáû� ïîñëåäîâàòåëüíîñòå� 
c1(k), d1(k), k = 0, 1, ... èòåðàöèîííîã� ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùåã� ïîä
ìàòðèö� A1 = (aij)i∈Ij∈J , ïîëó÷åííî� è� A âû÷åðêèâàíèå� ñòðîê� èë� 
ñòîëáöà, áûë� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

def 1 1 
∆1(k) = max ci (k) − min d1 

j (k) ≤ εk, k ≥ k1. 
i∈I j∈J 2
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Äîêàæåì, ÷ò� åñë� äë� ìàòðèö� A íåêîòîðà� ñòðîê� (ñòîëáåö) íåñó
ùåñòâåíí� (íåñóùåñòâåíåí) í� îòðåçê� [s, s + k1], ò� ñïðàâåäëèâ� íåðà
âåíñòâ� 

1 
∆(s + k1) ≤ ∆(s) + εk1. (5.14) 

2 

Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷ò� ïîäìàòðèö� A1 ïîëó÷àåòñ� âû÷åðêèâàíèå� 
è� A íåñóùåñòâåííî� l-� ñòðîêè. Ïîëîæè� I = {1, ..., m}\{l}, 

d1(0) = dj(s) + ∆(s), j = 1, ..., n, c 1(0) = ci(s), i ∈ I. j i 

Ïîñêîëüê� l-à� ñòðîê� ìàòðèö� A íåñóùåñòâåííà, ∆1(0) = 0 � � èòåðàöè
îííî� ïðîöåññ� ìîæí� âçÿò� ik 

1 = is+k, jk 
1 = js+k, k = 1, ..., k1. Ñëåäîâà

òåëüíî, d1(k) = dj(s + k) + ∆(s), j = 1, ..., n, c1(k) = (ci(s + k), i ∈ I), k = j 

1, ..., k1. Èòåðàöèîííû� ïðîöåñ� äë� ìàòðèö� A1 ìîæí� ïðîäîëæàò� � 
ïð� k > k1. 

Í� îñíîâàíè� âûáîð� k1 ∆1(k1) ≤ 1 εk1. Ïîýòîìó2 

1 
∆(s + k1) = ∆1(k1) + ∆(s) ≤ ∆(s) + εk1

2 

� íåðàâåíñòâ� (5.14) äîêàçàíî. 
Ì� ìîæå� òåïåð� ïîêàçàòü, ÷ò� äë� ëþáû� ïîñëåäîâàòåëüíîñòå� 

c(k), d(k), k = 0, 1, ..., èòåðàöèîííîã� ïðîöåññ� ∆(k) ≤ εk ïð� k ≥ 8ak1/ε. 
Ðàññìîòðè� öåëî� k > k1 � ïðåäñòàâè� åã� � âèä� k = (θ + t)k1, ãä� 

0 ≤ θ < 1, � t > 0 − öåëî� (θk1 − îñòàòî� î� äåëåíè� k í� k1). 
Ñëó÷à� 1. Íàéäåòñ� òàêî� öåëî� ïîëîæèòåëüíî� ÷èñë� h ≤ t, ÷ò� âñ� 

ñòðîê� � ñòîëáö� ìàòðèö� A í� îòðåçê� [(θ + h − 1)k1, (θ + h)k1] ñóùå
ñòâåííû. Áåð� íàèáîëüøå� è� òàêè� h, èìåå� 

1 
∆(k) ≤ ∆((θ + h)k1) + ε(t − h)k1. (5.15) 

2 

Ýò� íåðàâåíñòâ� ïîëó÷åí� ïîâòîðíû� ïðèìåíåíèå� íåðàâåíñòâ� (5.14), 
ïîñêîëüê� í� êàæäî� è� îòðåçêî� 

[(θ + r − 1)k1, (θ + r)k1], r = h + 1, ..., t, 

íåêîòîðà� ñòðîê� èë� ñòîëáå� ìàòðèö� A íåñóùåñòâåííû. 
È� ëåìì� 5.1 í� îñíîâàíè� âûáîð� h èìåå� 

∆((θ + h)k1) ≤ 4ak1. (5.16) 
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È� (5.15) � (5.16) ïîëó÷àå� 

1 1 
∆(k) ≤ 4ak1 + ε(t − h)k1 ≤ (4a + εt)k1. 

2 2 

Ñëó÷à� 2. � êàæäî� îòðåçê� [(θ + h − 1)k1, (θ + h)k1], h = 1, ..., t, 
íåêîòîðà� ñòðîê� èë� ñòîëáå� íåñóùåñòâåííû. Ñëåäîâàòåëüíî, êà� � ïð� 
âûâîä� (5.15), 

1 1 
∆(k) ≤ ∆(θk1) + εtk1 ≤ (2aθ + εt)k1. 

2 2 

� îáîè� ñëó÷àÿõ, èñïîëüçó� íåðàâåíñòâ� tk1 ≤ k, ïîëó÷è� 
∆(k) ≤ (4a + 1 εt)k1 ≤ 4ak1 + 1 εk ≤ εk ïð� k ≥ 8ak1/ε.2 2 

È� ëåìì� 5.2 âûòåêàå� íåðàâåíñòâ� (5.9) � ñõîäèìîñò� ïîñëåäîâàòåëü
íîñòå� v1(k), v2(k), k = 0, 1, ..., � çíà÷åíè� èãð� v. 

Âåðíåìñ� � ìåòîä� Áðàóíà. Ñôîðìóëèðóå� ïðàâèë� îñòàíîâêè. Ïóñò� 
çàäàí� ÷èñë� ε > 0. Áóäå� îñòàíàâëèâàòüñ� í� øàã� k0, êîãä� âïåðâû� 
âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

v1(k0) − v2(k0) ≤ ε. (5.17) 

È� (5.7) � (5.17) ñëåäóåò, ÷ò� âåëè÷èí� v1(k0), v2(k0) ïðèáëèæàþ� çíà
÷åíè� v ìàòðè÷íî� èãð� � òî÷íîñòü� ä� ε. Ïîêàæåì, ÷ò� p(k0) − ε
ìàêñèìèííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Äåéñòâèòåëüíî, 

min A(p(k0), j) = v2(k0) ≥ v − ε. 
1≤j≤n 

Àíàëîãè÷íî, q(k0) −

ε-ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà.


Òåîðåì� 5.3. � ìåòîä� Áðàóí� lim v1(k) = lim v2(k) = v, � ëþáû� 
k→∞ k→∞ 

ïðåäåëüíû� òî÷ê� p0, q0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòå� {p(k)}, {q(k)} ÿâëÿþòñ� îï
òèìàëüíûì� ñìåøàííûì� ñòðàòåãèÿì� èãðîêîâ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñòå� {v1(k)} � {v2(k)}
� çíà÷åíè� èãð� v âûòåêàå� è� ëåìì� 5.2. Ïóñò� p0 − ëþáà� ïðåäåëü
íà� òî÷ê� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {p(k)}. Ïîêàæåì, ÷ò� p0 − îïòèìàëüíà� 
ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüê� ïîñëå
äîâàòåëüíîñò� {p(k)} ïðèíàäëåæè� êîìïàêò� P, áå� ïîòåð� îáùíîñò� 
(âûäåëÿ� ñîîòâåòñòâóþùó� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü) ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� 
îí� ñõîäèòñ� � p0 . Òîãä� 

min A(p(k), j) ≥ v − εk, k = 1, 2, ..., 
1≤j≤m 
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ãä� εk → 0 + . Ïåðåõîä� � ýòè� íåðàâåíñòâà� � ïðåäåë� ïð� k → ∞, ïî
ëó÷è� íåðàâåíñòâ� min A(p0, j) ≥ v, ÷ò� îçíà÷àå� îïòèìàëüíîñò� ñòðà

1≤j≤m 
òåãè� p0 . Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñ� îïòèìàëüíîñò� äë� âòîðîã� èãðîê� 
ëþáî� ïðåäåëüíî� òî÷ê� q0 ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {q(k)}. 

Îöåíè� ñêîðîñò� ñõîäèìîñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñòå� {v1(k)} � {v2(k)}
� çíà÷åíè� èãð� v. 

Ïóñò� Al , l ≥ 0 − ïîäìàòðèöà, ïîëó÷åííà� è� ìàòðèö� A âû÷åðêè
âàíèå� êàêèõ-ëèá� l ñòðî� èë� ñòîëáöîâ, � {v1

l (k)}, {vl (k)} − ïîñëåäîâà2

òåëüíîñò� îáîáùåííîã� èòåðàöèîííîã� ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùåã� ïîä
ìàòðèö� Al . Îáîçíà÷è� ÷åðå� kl ÷èñë� ïîâòîðåíè� èãðû, ïð� êîòîðî� äë� 
ëþáî� ïîäìàòðèö� Al � ëþáû� íà÷àëüíû� âåêòîðî� cl(0), dl(0) âûïîëíå
í� íåðàâåíñòâ� v1

l (k) − v2
l (k) ≤ 2−lε ∀k ≥ kl. Ïðîñìàòðèâà� äîêàçàòåëü

ñòâ� ëåìì� 5.2, çàìå÷àåì, ÷ò� km+n−1 = 1 � k0 ≥ 8ak1ε
−1 . Àíàëîãè÷íû� 

íåðàâåíñòâî� ñâÿçàí� kl � kl+1 : kl ≥ 2l8akl+1ε
−1, l = 0, 1, ..., m + n − 2. 

Îòñþä� ( )2 ( )3 
8a 8a 8a 

k0 ≥ 
ε
k1 ≥ 

ε 
2k2 ≥ 

ε 
2 · 22k3 ≥ ... 

m+n−1 m+n−1 
8a 8a (m+n−2)(m+n−1) 

≥ 
ε 

21+2+...+m+n−2km+n−1 
ε 

2= 2 . 

Òàêè� îáðàçîì, ïð� ëþáî� k ≥ k0 âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

1 

def m+n−2 1 
m+n−1 

v1(k) − v2(k) ≤ ε = 2 2 8a . 
k 

Èòàê, ïîëó÷åííà� îöåíê� ñêîðîñò� ñõîäèìîñò� ïðîöåññ� Áðàóí� ìàëîýô
ôåêòèâí� ïð� áîëüøè� ðàçìåðà� ìàòðèö� A. Ïðàêòè÷åñê� íàáëþäàåìà� 
ñêîðîñò� ñõîäèìîñò� ñóùåñòâåíí� âûøå. 

� çàêëþ÷åíè� ðàññìîòðè� ìîäèôèêàöè� ïðàâèë� îñòàíîâê� ï� ìåòî
ä� Áðàóíà. Ïîëîæè� 

v1
∗(k) = min v1(t), v2

∗(k) = max v2(t), k = 1, 2, ... 
1≤t≤k 1≤t≤k 

È� íåðàâåíñò� (5.7) ñëåäóåò, ÷ò� 

v2
∗(k) ≤ v ≤ v1

∗(k), k = 1, 2, .... (5.18) 
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Òàêè� îáðàçîì, v∗(k), v∗(k) − íàèëó÷øè� îöåíê� ñíèç� � ñâåðõ� äë� 2 1

çíà÷åíè� èãð� v ç� k å� ïîâòîðåíèé. Ïð� çàäàííî� ε > 0 áóäå� îñòà
íàâëèâàò� ïðîöåñ� í� øàã� k0, êîãä� âïåðâû� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 
v∗(k0) − v∗(k0) ≤ ε. Ïð� ýòî� âåëè÷èí� v∗(k0), v

∗(k0) ïðèáëèæàþ� çíà1 2 1 2

÷åíè� èãð� v � òî÷íîñòü� ä� ε. Ïóñò� v1
∗(k0) = v1(t1), v2

∗(k0) = v2(t2). 
Ïîêàæåì, ÷ò� p(t2) − ε-ìàêñèìèííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Äåéñòâè
òåëüíî, èñïîëüçó� íåðàâåíñòâ� (5.18) ïð� k = k0, ïîëó÷è� 

min A(p(t2), j) = v2(t2) = v∗(k0) ≥ v − ε.2
1≤j≤n 

Àíàëîãè÷íî, q(t1) − ε-ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. 

Ïðèìå� 5.5. Ïóñò� ε = 1/5, � ìàòðèö� èãð� −⎛ ⎞ 
2 1 0 

A = ⎝ 2 0 3 . 
−1 3 −3 

Îòìåòèì, ÷ò� ðåøåíè� èãð� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èìåå� âè� 

p 0 = q 0 = (0, 2/3, 1/3), v = 1. 

Ïðèìåíÿ� ìåòî� Áðàóíà, íàéäå� ïðèáëèæåííî� çíà÷åíè� èãðû, � òàêæ� 
ε-ìàêñèìèííó� � ε-ìèíèìàêñíó� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. Âû÷èñ
ëåíè� óäîáí� ïðîèçâîäèò� � ôîðì� òàáëèöû. � êàæäî� å� k-î� ñòðîê� 
ïîä÷åðêíóò� íàèáîëüøè� çíà÷åíè� âåëè÷è� ci(k), i = 1, 2, 3 � íàèìåíü
øè� çíà÷åíè� âåëè÷è� dj(k), j = 1, 2, 3. 

Òàáë. 5.1 

k ik c1(·) c2(·) c3(·) v1(·) jk d1(·) d2(·) d3(·) v2(·) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

1 
1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
3 

2 
2 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

2 
5 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

-1 
-4 
-7 
-4 
-1 
2 
5 
8 
11 
14 

2 
5/2 
8/3 
2 
8/5 
4/3 
8/7 
1 

11/9 
7/5 

1 
3 
3 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

2 
4 
6 
8 
10 
12 
14 
16 
15 
14 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
5 
8 

0 
0 
3 
6 
9 
12 
15 
18 
15 
12 

0 
0 
2/3 
1/2 
2/5 
1/3 
2/7 
1/4 
5/9 
4/5 

57




〈 〉

ÃËÀÂ� I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ� ÈÃÐ�


v1
∗(10) = 1, v2

∗(10) = 4/5, t1 = 8, t2 = 10, 
p(10) = (1/5, 3/5, 1/5), q(8) = (1/8, 5/8, 1/4). 

Óïðàæíåíè� 5.8. Ïðîâåðèò� 1/5-îïòèìàëüíîñò� ïîëó÷åííû� ñòðàòå
ãèé. Ñäåëàò� åù� 8 øàãî� ï� àëãîðèòì� � óëó÷øèò� òî÷íîñò� ä� ε = 1/18. 

��6. Èãð� � âîãíóòî� ôóíêöèå� âûèãðûø� 

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� Γ = X, Y, F (x, y) íàçûâàåòñ� 
èãðî� � âîãíóòî� ôóíêöèå� âûèãðûøà, åñë� X ⊂ Em, Y ⊂ En − âûïóê
ëû� êîìïàêò� åâêëèäîâû� ïðîñòðàíñòâ, ôóíêöè� F (x, y) íåïðåðûâí� í� 
X × Y � ïð� ëþáî� y ∈ Y îí� âîãíóò� ï� x. 

Èãð� Γ íàçûâàåòñ� èãðî� � âûïóêëî� ôóíêöèå� âûèãðûøà, åñë� (âìå
ñò� òðåáîâàíè� âîãíóòîñòè) ïð� ëþáî� x ∈ X ôóíêöè� F (x, y) âûïóêë� 
ï� y. 

Òåîðåì� 6.1 (Õåëëè). � åâêëèäîâî� ïðîñòðàíñòâ� Em èìååòñ� ñå
ìåéñòâ� Dα, α ∈ {α} âûïóêëû� êîìïàêòîâ, îáëàäàþùå� ñëåäóþùè� 

m⋂+1

ñâîéñòâîì: äë� ëþáû� α1, ..., αm+1 Dαj 
= ∅. Òîãä� � j=1 

6

Dα =6 ∅. 
α∈{α}

Äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� ñì. � Ïðèëîæåíè� Ï2. 

Óïðàæíåíè� 6.1. Äîêàæèò� òåîðåì� ïð� m = 1. 

Òåîðåì� 6.2. Äë� èãð� Γ � âîãíóòî� ôóíêöèå� âûèãðûø� ñïðàâåä
ëèâ� ðàâåíñòâ� 

v = max min F (x, y) = min max min F (x, yj). 
x∈X y∈Y yj ∈Y x∈X 1≤j≤m+1 

j=1,...,m+1 

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷è� ïîñëåäíþ� âåëè÷èí� ÷åðå� w. Äë� ëþ
áû� y1, ..., ym+1 ∈ Y ñïðàâåäëèâ� íåðàâåíñòâ� 

max min F (x, yj) ≥ max min F (x, y) = v. 
x∈X 1≤j≤m+1 x∈X y∈Y 

Ñëåäîâàòåëüíî, w ≥ v. Äîêàæå� íåðàâåíñòâ� w ≤ v. Ï� îïðåäåëåíè� w 
äë� ëþáû� y1, ..., ym+1 ∈ Y 

max min F (x, yj) ≥ w 
x∈X 1≤j≤m+1 

⇒ 
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⇒ ∃ x ∈ X : F (x, yj) ≥ w, j = 1, ..., m + 1. 

Ââåäå� ìíîæåñòâ� Dy = {x ∈ X | F (x, y) ≥ w}, y ∈ Y, ïðåäñòàâëÿþùè� 
ñîáî� âûïóêëû� êîìïàêò� � Em . È� ïîñëåäíè� íåðàâåíñò� âûòåêàåò, ÷ò� 
m⋂+1

Dyj 
=6 ∅ ïð� ëþáû� y1, ..., ym+1 ∈ Y. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåí� óñëî

j=1 � 
âè� òåîðåì� 6.1 � Dy =6 ∅, ò.å. 

y∈Y 

F (x, y) ≥ w min F (x, y) ≥ w. ∃ x ∈ 
y∈Y 

Dy ⇒ ∀ y ∈ Y ⇒ 
y∈Y 

Îòñþä� v ≥ w v = w. ⇒ 
m+1

Ïîëîæè� Q = {q ∈ Em+1 | 
j=1 

qj = 1, qj ≥ 0, j = 1, ..., m + 1}. 

Òåîðåì� 6.3. Èãð� Γ � âîãíóòî� ôóíêöèå� âûèãðûø� èìåå� ðåøåíè� 
� ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� âèä� (x0, ψ0, v), ãä� x0 − ìàêñèìèííà� ñòðàòåãè� 
ïåðâîã� èãðîêà, 

m+1

ψ0 0 0 0 = qj Iyj 
, q 0 = (q1, ..., q m+1) ∈ Q, 

j=1 

(yj, j = 1, ..., m + 1) ∈ Arg min max min F (x, yj), 
yj ∈Y x∈X 1≤j≤m+1 

j=1,...,m+1 

� q0 − ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� � çàäà÷� 

m+1

min max Φ(x, q), Φ(x, q) = F (x, yj)qj. 
q∈Q x∈X

j=1 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ï� òåîðåì� 6.2 � ï� âûáîð� 

yj, j = 1, ..., m + 1, v = w = max min F (x, yj). 
x∈X 1≤j≤m+1 

Ôóíêöè� Φ(x, q) íåïðåðûâíà, ëèíåéí� ï� q � âîãíóò� ï� x. Ñëåäîâàòåëü
íî, ï� òåîðåì� 2.3 îí� èìåå� ñåäëîâó� òî÷êó. Ïîýòîì� 

v = max min F (x, yj) = max min Φ(x, q) = 
x∈X 1≤j≤m+1 x∈X q∈Q 

= min max Φ(x, q) = max Φ(x, q 0) = 
q∈Q x∈X x∈X 
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m+1 � 
= max F (x, yj)qj 

0 = max F (x, y)dψ0(y) = max F (x, ψ0). 
x∈X

j=1 
x∈X x∈X 

Y 

Îòñþä� ñëåäóþ� ðàâåíñòâ� 

max F (x, ψ0) = v = min F (x 0 , y) 
x∈X y∈Y 

� ï� òåîðåì� 4.1 òðîéê� (x0, ψ0, v) − ðåøåíè� èãð� � ñìåøàííû� ñòðàòå
ãèÿõ. 

Çàìå÷àíèå. � äîêàçàòåëüñòâà� òåîðå� 5.2 � 5.3 âûïóêëîñò� ìíîæåñòâ� 
Y í� èñïîëüçîâàëàñü. Y ìîæí� áûë� ñ÷èòàò� êîìïàêòî� ìåòðè÷åñêîã� 
ïðîñòðàíñòâà. 

Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñ� ñëåäóþùå� óòâåðæäåíèå. 
n+1

Ïîëîæè� P = {p ∈ En+1 | 
i=1 

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., n + 1}. 

Òåîðåì� 5.4. Èãð� Γ � âûïóêëî� ôóíêöèå� âûèãðûø� èìåå� ðåøåíè� 
� ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� âèä� (ϕ0, y0 , v), ãä� y0 − ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� 
ïåðâîã� èãðîêà, 

n+1

ϕ0 = pi 
0Ixi 

, p 0 = (pi 
0, i = 1, ..., n + 1) ∈ P, 

i=1 

(xi, i = 1, ..., n + 1) ∈ Arg max min max F (x i , y), 
xi∈X y∈Y 1≤i≤n+1 

i=1,...,n+1 

� p0 − ìàêñèìèííà� ñòðàòåãè� � çàäà÷� 

n+1

max min Φ1(p, y), Φ1(p, y) = piF (x i , y). 
p∈P y∈Y 

i=1 

Ïðèìå� 6.1. Ïóñò� X = Y = [0, 1], F (x, y) = 1 − (x − y)2 − èãð� � 
âîãíóòî� ôóíêöèå� âûèãðûøà. Çäåñ� 

3 1 
v = v = max min [1 − (x − y)2] = , x 0 = , ψ0 = q 0I 1 + q 0I

0≤x≤1 0≤y≤1 4 2 1 y 2 y2 , 

q1
0 + q2

0 = 1, q 1
0 , q 2

0 ≥ 0, 0 ≤ y 1 ≤ y 2 ≤ 1. 
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Íàéäå� âåëè÷èí� 

w = min max min[F (x, y 1), F (x, y 2)]. 
0≤y1≤y2≤1 0≤x≤1 

Ïð� ôèêñèðîâàííû� y1, y2 ( )2 
1 2 

max min[1 − (x − y 1)2 , 1 − (x − y 2)2] = 1 − y − y
. 

0≤x≤1 2 

Îòñþä� ( )2 

w = min 
y1 − y2 

=
3 
, y 1 = 0, y 2 = 1. 

0≤y1≤y2≤1 
1 − 

2 4

Íàéäå� òåïåð� q1
0, q2

0 , ðåøà� çàäà÷� 

min max Φ(x, q) = min max [(1 − x 2)q1 + (1 − (x − 1)2)q2]. 
0≤q1≤1 0≤x≤1 0≤q1≤1 0≤x≤1

Èìåå� Φ′ (x, q) = −2xq1 − 2(x − 1)q2 = 0. Îòñþä� ñòðàòåãè� x = q2x

ìàêñèìèçèðóå� ôóíêöè� Φ(x, q) ï� ïåðåìåííî� x. Ñëåäîâàòåëüíî, 

1 1 1 
max Φ(x, q) = 1 − q1(1 − q1) q1

0 = q2
0 = ψ0 = I0 + I1. 

0≤x≤1 
⇒ 

2 
⇒ 

2 2 

Îòìåòèì, ÷ò� ïîëó÷åííî� ðåøåíè� èãð� ìîæí� áûë� ïðåäóãàäàò� � ïðî
âåðèò� ëèø� óñëîâè� (∗). 

Óïðàæíåíè� 6.2. Ðåøèò� èãð� � âîãíóòî� ôóíêöèå� âûèãðûø� 

X = {(x1, x2) | 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2}, Y = X, 

F (x1, x2, y1, y2) = 1 − (x1 − y1)
2 − (x2 − y2)

2 . 

Øèðîêè� êëàñ� èã� � âûïóêëûì� ôóíêöèÿì� âûèãðûø� îáðàçóþ� 
ñòàòèñòè÷åñêè� èãðû. Äàäè� íåîáõîäèìû� îïðåäåëåíèÿ. 

Ñòàòèñòè� íàáëþäàå� ðåàëèçàöè� zi íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâ� ðàñïðå
äåëåííû� ñëó÷àéíû� âåëè÷è� Zi, i = 1, ..., n, èìåþùè� ïëîòíîñò� ðàñïðå
äåëåíè� g(zi|x), çàâèñÿùó� î� âåêòîð� íåèçâåñòíû� ïàðàìåòðî� x ∈ X. 
Çäåñ� X − âûïóêëî� ìíîæåñòâ� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà. Ïóñò� Z = 
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(Z1, ..., Zn) − âåêòîðíà� ñëó÷àéíà� âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùà� çíà÷åíè� 
n

z = (z1, ..., zn) ∈ Z � èìåþùà� ïëîòíîñò� ðàñïðåäåëåíè� g(z|x) = 
i=1 

g(zi|x). 

Ñòàòèñòè� îöåíèâàå� âåêòî� x, èñïîëüçó� ðåøàþùó� ôóíêöè� y : 
Z A = X. Âåëè÷èí� a = y(z) íàçûâàåòñ� îöåíêî� âåêòîð� x è� ìíî→
æåñòâ� îöåíî� A. Îøèáê� � îïðåäåëåíè� âåêòîð� x çàäàåòñ� � ïîìîùü� 
ôóíêöè� ïîòåð� L(x, a). Ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� ýòî� ôóíêöè� 

def 
F (x, y) = E[L(x, y(Z))] = L(x, y(z))g(z|x)dz 

Z 

íàçûâàåòñ� ôóíêöèå� ðèñêà. 
Ñòàòèñòè� (âòîðî� èãðîê) èñïîëüçóå� ðåøàþùå� ïðàâèë� (ñòðàòåãèþ) 

y è� íåêîòîðîã� ìíîæåñòâ� Y � ñòðåìèòñ� ìèíèìèçèðîâàò� ôóíêöè� 
ðèñêà. Ïðèðîä� (ïåðâû� èãðîê) ñòðåìèòñ� å� ìàêñèìèçèðîâàòü, âûáèðà� 
x ∈ X. Ïîñòðîåííà� àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� 
Γ = X, Y, F (x, y) íàçûâàåòñ� ñòàòèñòè÷åñêîé. 

Ïóñò� îöåíèâàåìû� âåêòî� ÿâëÿåòñ� ñëó÷àéíî� âåëè÷èíî� X, ïðè
íèìàþùå� çíà÷åíè� x ∈ X � èìåþùå� ïëîòíîñò� ðàñïðåäåëåíè� f. � 
èãðîâî� òî÷ê� çðåíè� ýò� îçíà÷àåò, ÷ò� ïðèðîä� èñïîëüçóå� ñìåøàííû� 
ñòðàòåãè� f ∈ {f}. 

Îáû÷í� èñïîëüçóåòñ� ñëåäóþùè� ìåòî� ðåøåíè� ñòàòèñòè÷åñêî� èã
ðû. Ñíà÷àë� ñòðîèòñ� óðàâíèâàþùà� ðèñ� ðåøàþùà� ôóíêöè� ñòàòè
ñòèê� y0 : F (x, y0) ≡ const í� X. Çàòå� ïîäáèðàåòñ� ñòðàòåãè� ïðè
ðîä� − ïëîòíîñò� ðàñïðåäåëåíè� f 0 , îòíîñèòåëüí� êîòîðî� ðåøàþùà� 
ôóíêöè� y0 ÿâëÿåòñ� áàéåñîâñêîé, ò.å. ìèíèìèçèðóþùå� ôóíêöè� ðèñêà: 
F (f 0, y0) = min F (f 0, y). Òîãä� � ñîîòâåòñòâè� � ðåçóëüòàòî� óïðàæíåíè� 

y∈Y 
4.3 f 0, y0 − îïòèìàëüíû� ñòðàòåãè� ïðèðîä� � ñòàòèñòèêà. Ïëîòíîñò� 
ðàñïðåäåëåíè� f 0 íàçûâàåòñ� àïðèîðíîé. 

Ïîêàæåì, ÷ò� äë� ïëîòíîñò� ðàñïðåäåëåíè� f 0 ïð� êâàäðàòè÷íî� 
ôóíêöè� ïîòåð� L(x, a) = |x − a|2 áàéåñîâñêà� ðåøàþùà� ôóíêöè� y0 

îïðåäåëÿåòñ� îäíîçíà÷íî. Îïðåäåëè� àïîñòåðèîðíó� ïëîòíîñò� ðàñïðå
äåëåíè� f 0(x|z) = g(z|x)f 0(x)/p∫(z), ãä� 

p(z) = g(z|x)f 0(x)dx. 

X 

Óòâåðæäåíè� 6.1. Ïóñò� y0 − áàéåñîâñêà� ðåøàþùà� ôóíêöè� îòíî
ñèòåëüí� ïëîòíîñò� ðàñïðåäåëåíè� f 0 . Òîãä� ïð� êâàäðàòè÷íî� ôóíêöè� 
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ïîòåð� � 
def 

y 0(z) = E[X|z] = xf 0(x|z)dx ∀ z ∈ Z. (6.1) 

X 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüê� ìíîæåñòâ� X âûïóêëî, ìîæí� ïîêàçàòü, 
÷ò� y0(z) ∈ A = X ∀ z ∈ Z. Äë� ïðîèçâîëüíî� ðåøàþùå� ôóíêöè� y ∈ Y 

F (f 0 , y) = L(x, y(z))g(z|x)dzf 0(x)dx = 

X Z 

= [ |x − y(z)|2f 0(x|z)dx]p(z)dz. 
Z X 

Ïð� ôèêñèðîâàííî� z ∈ Z âíóòðåííè� èíòåãðà� ÿâëÿåòñ� êâàäðàòè÷íî� 
ôóíêöèå� î� a = y(z). Ïîýòîì� åã� ìèíèìó� äîñòèãàåòñ� ïð� a0 = y0(z) 
è� (6.1). 

� äàëüíåéøå� áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� ôóíêöè� ðàñïðåäåëåíè� g êàæäî� 
ñëó÷àéíî� âåëè÷èí� Zi çàâèñè� òîëüê� î� îäíîã� íåèçâåñòíîã� ïàðàìåò
ð� − ìàòåìàòè÷åñêîã� îæèäàíè� x. Äèñïåðñè� ñëó÷àéíî� âåëè÷èí� Zi 

îáîçíà÷è� ÷åðå� D(x). Äë� ìàòåìàòè÷åñêîã� îæèäàíè� ÷àñò� èñïîëüçó
n

åòñ� íåñìåùåííà� îöåíê� z = zi/n. Ñâîéñòâ� íåñìåùåííîñò� îçíà÷àåò, 
i=1

÷ò� 
n

E Zi 
i=1EZ = = x. 
n 

Ïîýòîì� åñòåñòâåíí� ðàññìîòðåò� ìíîæåñòâ� ðåøàþùè� ïðàâè� âèä� 

Y = {y | y(z) = c1z + c2, c1, c2 ≥ 0}. 

Ôóíêöè� ïîòåð� áóäå� ïðåäïîëàãàò� êâàäðàòè÷íîé: 
L(x, a) = (x − a)2 . Ïîëîæè� c = (c1, c2). Òîãä� ôóíêöè� ðèñê� 

def 2 2 
F (x, c) = F (x, y) = E(x − c1Z − c2)2 = c EZ + 2c1(c2 − x)EZ + (x − c2)2 = 1

= c1
2 D(x)

+ x 2 + 2c1(c2 − x)x + (x − c2)
2 = c1

2 D(x) 
+ (c1x − x + c2)

2 

n n 

âûïóêë� ï� c. 
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Ðàññìîòðè� êîíêðåòíû� ïðèìåð� ñòàòèñòè÷åñêè� èãð. 

Ïðèìå� 6.2. Ïóñò� ñëó÷àéíû� âåëè÷èí� Zi èìåþ� áèíîìèàëüíî� ðàñ
ïðåäåëåíèå: � 

x, zi = 1, 
g(zi x) = |

1 − x, zi = 0; 

D(x) = x(1 − x), x ∈ X = [0, 1]. 
n

Ïîëîæè� k = zi = nz. Òîãä� 
i=1 � g(z|x)) = xk(1 − x)n−k , 

F (x, c) = c21 
x(1−x) + x2 − 2c1x

2 + 2c1c2x + x2 − 2c2x + c22 = 
n 

2 2 = 
n − 1 

c1
2 − 2c1 + 1 x + 

c1
2 

+ 2c1c2 − 2c2 x + c2. n n 

Íàéäå� âûðàâíèâàþùó� ðåøàþùó� ôóíêöè� y0(z) = c1
0z+c2

0 . Äë� ýòîã� 
ðåøè� ñèñòåì� óðàâíåíè� 

cn − 1 
c 21 − 2c1 + 1 = 0, 1

2 

+ 2c1c2 − 2c2 = 0 (6.2) 
n n 

� ïîëó÷è� √
n 10 0 c1 = , c2 = .√

n + 1 2(
√
n + 1) 

Âòîðî� ðåøåíè� √
n 1 

c1 = , c2 =√
n − 1 2(

√
n − 1) 

îòáðîñèì. 
Ðàññìîòðè� í� îòðåçê� X = [0, 1] áåòà-ðàñïðåäåëåíè� � ïëîòíîñòü� 

f 0(x) = 
xp−1(1 − x)q−1 

,
B(p, q) ∫1

ãä� B(p, q) = x1 
p−1(1 − x1)

q−1dx1 − áåòà-ôóíêöèÿ, � ïàðàìåòð� p � q 
0 

ïîëîæèòåëüíû. Èíòåãðèðó� ï� ÷àñòÿì, íåòðóäí� âûâåñòè, ÷ò� ∫1 

EX = xf 0(x)dx = 
p

. 
p + q 

0 
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Ïîêàæåì, ÷ò� ïð� ïîäõîäÿùå� âûáîð� ïàðàìåòðî� p � q ðåøàþùà�

ôóíêöè� y0 

Íàéäå� 
ÿâëÿåòñ� áàéåñîâñêî� îòíîñèòåëüí� áåòà-ðàñïðåäåëåíè� f 0 . 

∫1 

p(z) = 

0 

g(z|x)f 0(x)dx = 

∫1 

xk(1 − x)n−kxp−1(1 − x)q−1 B(k + p, n + q − k) 
= dx = . 

B(p, q) B(p, q) 
0 

Îòñþä� óñëîâíà� ïëîòíîñò� 

g(z x)f 0(x) xk+p−1(1 − x)n−k+q−1 

f 0(x|z) = 
|
p(z)

= 
B(k + p, n + q − k) 

çàäàå� áåòà-ðàñïðåäåëåíè� � ïàðàìåòðàì� p∗ = k + p � q∗ = n + q − k. 
Áàéåñîâñêà� ðåøàþùà� ôóíêöè� 

E[X|z] = xf 0(x|z)dx = 
p∗ 
p

+ 

∗ 

q∗ 
= 
n + 

k + 

p + 

p

q 
= 
n

n

+ 

z

p 

+

+ 

p

q 
X 

ñîâïàäàå� � âûðàâíèâàþùå� ôóíêöèå� y0 ïð� p = q = 
√

2 
n . 

Èòàê, äîêàçàíî, ÷ò� äë� îöåíê� ïàðàìåòð� áèíîìèàëüíîã� ðàñïðåäå
ëåíè� √

nz + 0.5 
y 0(z) = √

n + 1 

− ìèíèìàêñíà� ðåøàþùà� ôóíêöèÿ. 
Èíòåðåñí� ñðàâíèò� çíà÷åíè� ôóíêöè� ðèñê� ïð� ìèíèìàêñíî� y0 � 

êëàññè÷åñêî� z ðåøàþùè� ôóíêöèÿõ. Èìåå� 

F (x, y 0) ≡ v = 
4(1 + 

1 √
n)2 

, F (x, z) = 
x(1 

n 

− x) 
. 

Íåðàâåíñòâ� F (x, y0) < F (x, z) âûïîëíåí� ëèø� ïð� 

x −
 1
 def 
< ε 

1 + 2
√
n


= 
2(1 + 

√
n) 
.


2


Åñë� n âåëèêî, ò� ìèíèìàêñíà� îöåíê� ëó÷ø� êëàññè÷åñêî� ëèø� ïð� 
çíà÷åíèÿ� x, ïðèíàäëåæàùè� ìàëî� ε-îêðåñòíîñò� òî÷ê� 1/2. Îäíàêî, 
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ïð� ìàëû� n èíòåðâà� çíà÷åíè� x, ãä� ìèíèìàêñíà� îöåíê� ëó÷øå, çíà
÷èòåëüí� óâåëè÷èâàåòñÿ. 

Â� ìíîãè� çàäà÷à� í� ñóùåñòâóå� âûðàâíèâàþùå� ðåøàþùå� ôóíê
öè� � óêàçàííû� âûø� ìåòî� ðåøåíè� ñòàòèñòè÷åñêî� èãð� èñïîëüçîâàò� 
íåëüçÿ. � òàêè� ñëó÷àÿ� ìèíèìàêñíó� ñòðàòåãè� ñòàòèñòèê� y0 ìîæí� 
íàéòè, ðåøà� íåïîñðåäñòâåíí� çàäà÷� 

v = min max F (x, y) = max F (x, y 0). 
y∈Y x∈X x∈X 

Ïðèìå� 6.3. Ñòðàõîâà� êîìïàíè� îñóùåñòâëÿå� ñòðàõîâàíè� ãðàæäàí
ñêî� îòâåòñòâåííîñò� àâòîìîáèëèñòîâ. Âîäèòåë� îáû÷í� ðàçáèâàþòñ� í� 
ãðóïï� ï� íåñêîëüêè� ïðèçíàêà� (ïðîôåññèÿ, ñòà� âîæäåíè� � ò.ï.). 
Ðàññìîòðè� íåêîòîðó� ãðóïïó, ñîñòîÿùó� è� n âîäèòåëåé. Òðåáóåòñ� 
îöåíèò� ñðåäíå� ÷èñë� x äîðîæíû� ïðîèñøåñòâè� � ðàñ÷åò� í� îäíîã� 
âîäèòåëÿ, êîòîðû� ïðîèçîéäó� � òå÷åíè� áëèæàéøåã� ãîäà, èñõîä� è� 
èíôîðìàöè� � ïðîèñøåñòâèÿ� ïðîøåäøåã� ãîäà. Çàäà÷� ìîæí� ñâåñò� � 
ðåøåíè� ñòàòèñòè÷åñêî� èãðû. 

Ïóñò� ÷èñë� äîðîæíû� ïðîèñøåñòâè� � âîäèòåëå� i ÿâëÿåòñ� ñëó÷àé
íî� âåëè÷èíî� Zi, ðàñïðåäåëåííî� ï� çàêîí� Ïóàññîí� 

xzi e−x 
g(zi|x) = , zi ∈ Z = {0, 1, 2, ..., }. 

zi! 

Çäåñ� EZi = x, V arZi = D(x) = x, x ∈ X = [0, x∗], ãä� x∗ − âåðõíÿ� 
ãðàí� âîçìîæíû� çíà÷åíè� ïàðàìåòð� x. Èìåå� 

F (x, c) = c1
2 D(x) 

+ (c1x − x + c2)
2 = c 2 

x 
+ (c1x − x + c2)

2 
1 . 

n n 

Íåòðóäí� ïðîâåðèòü, ÷ò� í� ñóùåñòâóå� âûðàâíèâàþùå� ðåøàþùå� ôóíê
öèè. 

Îáîçíà÷è� M(c) = sup F (x, c) � íàéäå� 
0≤x≤x∗ 

v = min M(c) = M(c 0). 
c1,c2≥0 

Ïîñêîëüê� F (x, c) âûïóêë� ï� x, M(c) = max[F (0, c), F (x∗, c)]. 

Óòâåðæäåíè� 6.2. Äë� ìèíèìàêñíî� ñòðàòåãè� y0(z) = c1
0z + c2

0 âû
ïîëíåí� óñëîâè� F (0, c0) = F (x∗, c0) èë� 

1 (c01)
2 + (c01 − 1)2x∗ 0 n c2 = . 
2(1 − c0)1
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷ò� F (x∗, c0) > F (0, c0). Åñë� c1
0 > 0, ò� 

ïð� ìàëî� ε > 0 

F (x∗, c 0) = 
(c1

0)2x∗ 
+ (c1

0 x∗ + c2
0 − x∗)2 > F (x∗, c 1

0 − ε, c02 + εx∗) = 
n 

0 0 0 0 =
(c1

0 − ε)2x∗ 
+ (c1x

∗ + c2 − x∗)2 > F (0, c 1 − ε, c02 + εx∗) = (c2 + εx∗)2 

n 

� M(c1
0 − ε, c02 + εx∗) < M(c0) (ïðîòèâîðå÷èå). 

Åñë� c1
0 = 0, ò� 

F (x∗, c 0) = (c2
0 − x∗)2 > F (0, c 0) = (c 0)2 .2

Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� c2
0 < x∗/2. Óâåëè÷èâà� c2

0 í� ìàëî� ε > 0, ïðèäå� � 
ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëó÷à� F (x∗, c0) < F (0, c0) ðàçáèðàåòñ� àíàëîãè÷íî. 

È� äîêàçàííîã� óòâåðæäåíè� âûòåêàåò, ÷ò� ( )2
1 (c1)

2 + (c1 − 1)2x∗ 
min M(c) = min n . 
c1,c2≥0 0≤c1<1 2(1 − c1) 

Ïîñëåäíè� ìèíèìó� äîñòèãàåòñ� ïð� 

x∗n + 1 −
√
x∗n + 1 

√
x∗n + 1 − 10 0 c1 = c2 = . 

x∗n + 1 
⇒ 

n 

Òàêè� îáðàçîì, ïð� îöåíê� ïàðàìåòð� ðàñïðåäåëåíè� Ïóàññîí� 

x∗n + 1 −
√
x∗n + 1 

√
x∗n + 1 − 1 

y 0(z) = z + 
x∗n + 1 n 

− ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� ñòàòèñòèêà. � ÷àñòíî� ñëó÷à� ïð� 
n = 30, x∗ = 0.5, z = 0.2 ïîëó÷àå� îöåíê� y0(z) = 0.16. 

Óïðàæíåíè� 6.3. Ïóñò� âñ� ñëó÷àéíû� âåëè÷èí� Zi èìåþ� íîðìàëü
íî� ðàñïðåäåëåíè� � ïëîòíîñòü� 

1 (zi−x)2 

g(zi|x) = √
2πσ 

e− , zi ∈ E1 ,2σ2 

ãä� äèñïåðñè� σ2 ñòàòèñòèê� èçâåñòíà, � ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� x −
íåò: x ∈ X = E1 . 

Ïîêàçàòü, ÷ò� êëàññè÷åñêà� ðåøàþùà� ôóíêöè� z ÿâëÿåòñ� âûðàâ
íèâàþùå� � ìèíèìàêñíî� ñòðàòåãèå� ñòàòèñòèêà. 

67 



∑

∑

∑

ÃËÀÂ� I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ� ÈÃÐ�


��7. Èññëåäîâàíè� èãðîâû� ìîäåëå� 

Ìîäåë� "íàïàäåíèå-îáîðîíà". 

Èìååòñ� n îáîðîíÿåìû� ïóíêòî� � íîìåðàì� i = 1, ..., n âîçìîæíîã� 
ïðîðûâ� ñðåäñò� íàïàäåíèÿ. Ïóñò� A � B − êîëè÷åñòâ� ñðåäñò� íàïà
äåíè� � îáîðîíû. Ýò� ñðåäñòâ� ïðåäïîëàãàþòñ� áåñêîíå÷íî-äåëèìûìè. 
Ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� (íàïàäåíèÿ) ñîñòîè� � ðàñïðåäåëåíè� ñâîè� 
ñðåäñò� ï� ïóíêòà� � ñîîòâåòñòâè� � âåêòîðî� 

n

x = (x1, ..., xn) ∈ X = {x xi = A, xi ≥ 0, i = 1, ..., n}.| 
i=1 

Âòîðî� èãðî� (îáîðîíà) èñïîëüçóå� àíàëîãè÷íó� ñòðàòåãè� 

n

y = (y1, ..., yn) ∈ Y = {y yi = B, yi ≥ 0, i = 1, ..., n}.| 
i=1 

Ïóñò� µi − êîëè÷åñòâ� ñðåäñò� íàïàäåíèÿ, êîòîðî� ìîæå� óíè÷òîæèò� 
îäí� åäèíèö� ñðåäñò� îáîðîí� í� i-î� ïóíêòå. Åñë� xi > µiyi, ò� ÷åðå� 
i-� ïóíê� ïðîðûâàåòñ� xi − µiyi ñðåäñò� íàïàäåíèÿ. Åñë� xi ≤ µiyi, ò� ÷å
ðå� ýòî� ïóíê� íàïàäåíè� í� ïðîðâåòñÿ. Îáúåäèíÿ� îá� ñëó÷àÿ, íàõîäè� 
ôîðìóë� äë� êîëè÷åñòâ� ñðåäñò� íàïàäåíèÿ, ïðîðâàâøåãîñ� ÷åðå� i-� 
ïóíêò: max[xi − µiyi, 0]. Îïðåäåëè� ôóíêöè� âûèãðûø� ïåðâîã� èãðîê� 

n

F (x, y) = max[xi − µiyi, 0] 
i=1 

− îáùå� êîëè÷åñòâ� ñðåäñò� íàïàäåíèÿ, ïðîðâàâøååñ� ÷åðå� âñ� ïóíêòû. 
Çàìåòèì, ÷ò� ôóíêöè� F (x, y) âûïóêë� ï� y. Ï� òåîðåì� 6.4 çíà÷åíè� 

èãð� v = v � ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� y0 îáîðîí� îïòèìàëüíà. Çàéìåìñ� 
èññëåäîâàíèå� ýòî� èãð� � ÷èñòû� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Áå� ïîòåð� 
îáùíîñò� ïðåäïîëîæèì, ÷ò� êîýôôèöèåíò� ýôôåêòèâíîñò� îáîðîí� µi 
óïîðÿäî÷åíû: µ1 ≥ µ2 ≥ ... ≥ µn � n-� ïóíê� îáîðîí� ÿâëÿåòñ� ñëàáåé
øèì. 

à) Ïîêàæåì, ÷ò� 

v = max min F (x, y) = max[A − µnB, 0], x(n) = (0, ..., 0, A) 
x∈X y∈Y 

− ìàêñèìèííà� ñòðàòåãè� íàïàäåíèÿ, ñîñòîÿùà� � íàíåñåíè� "êîíöåí
òðèðîâàííîãî"óäàð� ï� ñëàáåéøåì� ïóíêòó. 
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Äë� ëþáî� ñòðàòåãè� íàïàäåíè� x îïðåäåëè� âñïîìîãàòåëüíó� ñòðà
òåãè� îáîðîí� y : � n )� xk −1 

yi = Bxi µi , i = 1, ..., n. 
µk

k=1 

Òîãä� 
n

min F (x, y) ≤ F (x, y) = max[xi − µiyi, 0]. 
y∈Y 

i=1 

n

Åñë� B ≥ 
µ
xk

k 
, ò� yi ≥ xi/µi, i = 1, ..., n ⇒ F (x, y) = 0. 

k=1 

� ïðîòèâíî� ñëó÷à� yi ≤ xi/µi, i = 1, ..., n, � 

n n

F (x, y) = (xi − µiyi) ≤ A − µn yi = A − µnB. 
i=1 i=1 

Òàêè� îáðàçîì, äë� ëþáî� ñòðàòåãè� x 

min F (x, y) ≤ max[A − µnB, 0] = min max[A − µnyn, 0] = min F (x(n), y) 
y∈Y y∈Y y∈Y 

� x(n) − ìàêñèìèííà� ñòðàòåãè� íàïàäåíèÿ. 
á) Ïîêàæåì, ÷ò� 

n(� 1 )−1 

v = min max F (x, y) = max[A − B , 0], 
y∈Y x∈X µk

k=1 

� � n )� 1 −1 

y 0 : yi 
0 = B µi , i = 1, ..., n, 

µk
k=1 

− ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� îáîðîíû. 
Ñíà÷àë� äîêàæå� ðàâåíñòâ� 

max F (x, y) = max F (x(i), y) ∀ y ∈ Y, (7.1) 
x∈X 1≤i≤n 

ãä� x(i) = (0, ..., A , 0, ..., 0) − ñòðàòåãè� íàïàäåíèÿ, ñîñòîÿùà� � íàíåñå
i 

íè� êîíöåíòðèðîâàííîã� óäàð� ï� i-ì� ïóíêòó. 
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n

Ïðåäñòàâè� ñòðàòåãè� x � âèä� x = xi x(i). Ï� îïðåäåëåíè� âûïóê
A 

i=1 

ëî� ôóíêöè� 
n

F (x, y) ≤ xi 
F (x(i), y) ≤ max F (x(i), y). 

A 1≤i≤n 
i=1 

Ñëåäîâàòåëüíî, 

max F (x, y) ≤ max F (x(i), y) ≤ max F (x, y) 
x∈X 1≤i≤n x∈X 

� (7.1) äîêàçàíî. Äàëå� èìåå� 

v = min max F (x, y) = min max F (x(i), y) = 
y∈Y x∈X y∈Y 1≤i≤n 

= min max max[A − µiyi, 0] = min max[A − min µiyi, 0] = 
y∈Y 1≤i≤n y∈Y 1≤i≤n 

= max[A − B max min µiyi/B, 0] = [çàìåí� ïåðåìåííû� 
y∈Y 1≤i≤n 

n

p = y/B ∈ P = {p = (p1, ..., pn) | 
i=1 

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., n}] = 

= max[A − B max min µipi, 0] = 
p∈P 1≤i≤n � n )

=[ ñì. ïðèìå� 4.4] = max[A − B 
� 

1 
−1 

, 0]. 
µk 

k=1 

Ïð� ýòî� � n )� 1 −1 

yi 
0 = Bp0 

i = B µi , i = 1, ..., n. 
µk

k=1 

Êîãä� � èãð� ñóùåñòâóå� ðåøåíè� � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿõ? 
n

Åñë� B ≥ A 
µ
1 

k 
, ò� v = 0 ≥ v ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, v = v = 0. 

k=1 

Äë� íàïàäåíè� ëþáà� ñòðàòåãè� îïòèìàëüíà. � ýòî� ñëó÷à� îáîðîí� òà� 
ìîæå� ðàñïðåäåëèò� ñâî� ñèëû, ÷òîá� í� ïîçâîëèò� íàïàäåíèþ, èñïîëü
çóþùåì� êîíöåíòðèðîâàííû� óäàð, ïðîðâàòüñ� í� êàêîì-ëèá� ïóíêòå. 

n

Åñë� B < A 
µ
1 

k 
, ò� ôóíêöè� F (x, y) ñåäëîâî� òî÷ê� í� èìååò. Äåé

k=1
ñòâèòåëüíî, � n ) ( )� 1 −1 1 −1


v = A − B > A − B = A − µnB.

µk µn


k=1 
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Çàìåòèì, ÷ò� v > 0 . Ïîýòîì� v > max[A − µnB, 0] = v. 
â) Ïîêàæåì, ÷ò� � èãð� ñóùåñòâóå� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãè

ÿ� âèä� (ϕ0, y0 , v), ãä� y0 − ÷èñòà� ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� îáîðîíû, � 
îïòèìàëüíà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� äë� íàïàäåíè� èìåå� âè� 

n � n )∑ � 1 −1 

ϕ0 = p 0 
i Ix(i) , p 0 

i = µi , i = 1, ..., n. 
µki=1 k=1 

Ïîñêîëüê� ôóíêöè� F (x, y) âûïóêë� ï� y, äîñòàòî÷í� ïðîâåðèò� óñëî
âè� (∗) äë� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� ϕ0 : 

F (ϕ0 , y) ≥ v ∀y ∈ Y. 

Èìåå� � n

F (ϕ0 , y) = F (x, y)dϕ0(x) = pi 
0F (x(i), y) = 

i=1X 

n n

= p 0 
i max[A − µiyi, 0] = max[p 0 

i A − µip 
0 
i yi, 0] ≥ 

i=1 i=1 

n n n� ∑ (� 1 )−1 

≥ max[ (p 0 
i A − µip 

0 
i yi), 0] = max[A − yi , 0] = 

µki=1 i=1 k=1 (� 1 )−1
n

= max[A − B , 0] = v. 
µk

k=1 

Çäåñ� ì� âîñïîëüçîâàëèñ� ýëåìåíòàðíû� íåðàâåíñòâî� ∑n n n

max[ai, bi] ≥ max[ ai, bi], 
i=1 i=1 i=1 

ñïðàâåäëèâî� äë� ëþáû� âåùåñòâåííû� ÷èñå� ai, bi, i = 1, ..., n. 

Ìîäåë� äóýëè. 

� äóýë� ïðèíèìàþ� ó÷àñòè� äâ� äóýëÿíò� ( ïåðâû� � âòîðî� èãðîêè). 
� íà÷àëüíû� ìîìåí� âðåìåí� äóýëÿíò� íàõîäÿòñ� í� ðàññòîÿíè� d0 � 
ï� êîìàíä� íà÷èíàþ� ñáëèæàòüñÿ. � ðàñïîðÿæåíè� êàæäîã� äóýëÿíò� 
èìååòñ� îäè� âûñòðåë, êîòîðû� î� ìîæå� ïðîèçâåñò� � ïðîòèâíèê� � 
ëþáîã� ðàññòîÿíè� (êîíå÷íî, ïð� óñëîâèè, ÷ò� äóýëÿí� æèâ), î� äàæ� 
ìîæå� ïîäîéò� � ïðîòèâíèê� âïëîòíóþ. 
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Ïóñò� pk(d) − ôóíêöè� ìåòêîñò� k-ã� äóýëÿíòà, ðàâíà� âåðîÿòíîñò� 
ïîðàæåíè� ïðîòèâíèêà, åñë� âûñòðå� áû� ïðîèçâåäå� � ðàññòîÿíè� d. 
Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ôóíêöè� pk(d) íåïðåðûâí� � óáûâàþ� í� îòðåçê� 
[0, d0] � áå� ïîòåð� îáùíîñò� pk(0) = 1, pk(d0) = 0, k = 1, 2. 

Îïðåäåëè� àíòàãîíèñòè÷åñêó� èãðó. Ïóñò� x ∈ X = [0, d0] − ðàññòî
ÿíèå, � êîòîðîã� ïåðâû� èãðî� íàìå÷àå� ïðîèçâåñò� ñâî� âûñòðåë. Àíà
ëîãè÷íî, y ∈ Y = [0, d0] − ðàññòîÿíèå, � êîòîðîã� íàìå÷àå� ñâî� âûñòðå� 
âòîðî� èãðîê. Îïðåäåëè� ôóíêöè� âûèãðûø� F (x, y) ïåðâîã� èãðîêà. 

Ðàññìîòðè� ñíà÷àë� øóìíó� äóýëü, êîãä� ïðîòèâíèê� ñëûøà� âû
ñòðåë� äðó� äðóãà. Òîãä� 

F (x, y) = 
p1(x), 0 ≤ y ≤ x ≤ d0, 

1 − p2(y), 0 ≤ x < y ≤ d0. 

Ï� ñìûñë� F (x, y) åñò� âåðîÿòíîñò� ïîðàæåíè� ïåðâû� èãðîêî� âòîðî
ãî. Åñë� x < y � âòîðî� èãðî� ïðîìàõíåòñÿ, ò� ïåðâûé, óñëûøà� âû
ñòðå� ïðîòèâíèêà, ñòðåëÿå� � íåã� � ðàññòîÿíè� 0 âìåñò� x. Îòìåòèì, ÷ò� 
F (x, y) ÿâëÿåòñ� îñðåäíåíèå� ôóíêöèè, ïðèíèìàþùå� çíà÷åíè� 1 èë� 0 
� çàâèñèìîñò� î� òîãî, óáè� âòîðî� äóýëÿí� èë� íåò. Èòàê, øóìíà� äóýë� 
îïðåäåëåí� êà� èãð� � íîðìàëüíî� ôîðì� Γ = X, Y, F (x, y) . 

Ïîêàæåì, ÷ò� øóìíà� äóýë� èìåå� ðåøåíè� � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿ� 
(d∗, d∗, v = p1(d

∗)), ãä� d∗ − åäèíñòâåííû� êîðåí� óðàâíåíè� p1(d) = 
1 − p2(d). Ïðîâåðè� íåðàâåíñòâ� è� îïðåäåëåíè� ñåäëîâî� òî÷ê� 

F (x, d∗) ≤ p1(d
∗) = F (d∗, d∗) ≤ F (d∗, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. 

Èìåå� � 
F (x, d∗) = 

p1(x) ≤ p1(d
∗), d∗ ≤ x ≤ d0, 

1 − p2(d
∗) = p1(d

∗), 0 ≤ x < d∗, 

F (d∗, y) = 
p1(d

∗), 0 ≤ y ≤ d∗, 

1 − p2(y) ≥ 1 − p2(d
∗) = p1(d

∗), d∗ < y ≤ d0. 

Åñë� ôóíêöè� ìåòêîñò� èãðîêî� îäèíàêîâû, ò� è� óðàâíåíè� 
p1(d) = 1 − p1(d) íàõîäèì, ÷ò� çíà÷åíè� èãð� ðàâí� 1/2, � d∗ ÿâëÿåòñ� 
êîðíå� óðàâíåíè� p1(d) = 1/2. 

� áåñøóìíî� äóýë� èãðîê� í� ñëûøà� âûñòðåë� äðó� äðóã� � 

p1(x), 0 ≤ y ≤ x ≤ d0,
F (x, y) = 

p1(x)(1 − p2(y)), 0 ≤ x < y ≤ d0. 
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Ïîêàæåì, ÷ò� áåñøóìíà� äóýë� í� èìåå� ðåøåíè� � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿõ. 
Íàéäå� âåëè÷èí� v = sup inf F (x, y). Ñòðàòåãè� x = d0 í� ìîæå� 

0≤x≤d0 0≤y≤d0 

áûò� ìàêñèìèííîé, ïîñêîëüê� F (d0, y) = p1(d0) = 0 ïð� âñå� y ∈ Y. 
Ïóñò� 0 ≤ x < d0. Òîãä� 

inf F (x, y) = min[ inf F (x, y), inf F (x, y)] = 
0≤y≤d0 0≤y≤x x<y≤d0 

= min[p1(x), p1(x)(1 − p2(x))] = p1(x)(1 − p2(x)). 

Îòñþä� v = max p1(x)(1 − p2(x)). 
0≤x≤d0 

Óïðàæíåíè� 7.1. Äîêàæèòå, ÷ò� 

v = inf sup F (x, y) = p1(d
∗). 

0≤y≤d0 0≤x≤d0 

Òàêè� îáðàçîì, v = max p1(x)(1 − p2(x)) < 
0≤x≤d0 

< max min[p1(x), 1 − p2(x)] = p1(d
∗) = v. 

0≤x≤d0 

Ðåøåíè� áåñøóìíû� äóýëå� îáû÷í� ñâîäèòñ� � èíòåãðèðîâàíè� îáûê
íîâåííû� äèôôåðåíöèàëüíû� óðàâíåíèé. Ì� îãðàíè÷èìñ� èññëåäîâàíè
å� êîíêðåòíîã� ïðèìåðà. 

Ïðèìå� 7.1. Ðàññìîòðè� áåñøóìíó� äóýë� � îäèíàêîâûì� ôóíêöèÿ
ì� ìåòêîñò� èãðîêî� p1(d) = p2(d) = 1 − d, 0 ≤ d ≤ d0 = 1. Òîãä� 

1 − x, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,
F (x, y) = 

(1 − x)y, 0 ≤ x < y ≤ 1. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêî� ϕ0(x) 
� ψ0(y) èìåþ� ñîâïàäàþùè� ñïåêòð� Sp(ϕ0) = Sp(ψ0) = [0, a], ãä� a ≤ 1 
− ïàðàìåòð, ïîäëåæàùè� îïðåäåëåíèþ. Ïóñò� í� îòðåçê� [0, a] ôóíêöè� 
ðàñïðåäåëåíè� ϕ0(x) � ψ0(y) íåïðåðûâí� � èìåþ� ïðîèçâîäíû� (ïëîòíî
ñò� ðàñïðåäåëåíèÿ) f(x) � g(y). 

Ï� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò� (òåîðåì� 4.3) 
F (ϕ0, y) = v ∀ y ∈ [0, a] èë� ∫a ∫y ∫a 

F (x, y)f(x)dx = (1 − x)yf(x)dx + (1 − x)f(x)dx = v. (7.2) 

0 0 y 
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Äèôôåðåíöèðó� äâàæä� ï� y èíòåãðàëüíî� óðàâíåíè� (7.2), ïîëó÷è� 
äèôôåðåíöèàëüíî� óðàâíåíè� 3f(y) = (1 − y)f ′(y), èìåþùå� (ïîñë� çà
ìåí� y í� x ) îáùå� ðåøåíè� âèä� f(x) = c(1 − x)−3 . Ï� îïðåäåëåíè� ∫1
ïëîòíîñò� f(x)dx = 1 (óñëîâè� íîðìèðîâêè). Îòñþä� 

0 ∫a [ � 
1 c 1 

c dx = = 1. (7.3)
(1 − x)3 2 (1 − a)2 

− 1 

0 

Íàéäåííà� ïëîòíîñò� f(x) äîëæí� òàêæ� óäîâëåòâîðÿò� èñõîäíîì� èí
òåãðàëüíîì� óðàâíåíè� (7.2), ò.å. 

1 
c = v. (7.4)

1 − a 
− 1 − y 

Ïîñêîëüê� óðàâíåíè� (7.4) í� ÿâëÿåòñ� òîæäåñòâî� ï� y, ñìåøàííà� 
ñòðàòåãè� ϕ0(x) óêàçàííîã� âèä� í� ñóùåñòâóåò. Ïîýòîì� ïðåäïîëîæèì, 
÷ò� ôóíêöè� ðàñïðåäåëåíè� ϕ0(x) èìåå� ñêà÷î� âåëè÷èí� σ � íóëå. Òîãä� 
óðàâíåíè� (7.2)−(7.4) èçìåíÿòñÿ: ∫y ∫a 

σy + (1 − x)yf(x)dx + (1 − x)f(x)dx = v, (7.2)� 

0 y 

c 1 
σ + = 1, (7.3)� 

2 (1 − a)2 
− 1 

1 
σy + c = v. (7.4)� 

1 − a 
− 1 − y 

Äë� òîã� ÷òîá� óðàâíåíè� (7.4)� âûïîëíÿëîñ� êà� òîæäåñòâî, íåîáõîäèì� 
ïîëîæèò� σ = c. È� óðàâíåíè� (7.3)′, (7.4)� ïîëó÷àå� 

c 1 ca 

2 (1 − a)2 
+ 1 = 1, 

1 − a 
= v. (7.5) 

È� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò� òàêæ� ñëåäóåò, ÷ò� 
F (x, ψ0) = v ∀ x ∈ [0, a] èë� ∫a ∫x ∫a 

F (x, y)g(y)dy = (1 − x)g(y)dy + (1 − x)yg(y)dy = v. (7.6) 

0 0 x 
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Îòñþäà, êà� � âûøå, ïîëó÷è� g(y) = c1(1 − y)−3 . Ïîäñòàâëÿ� g(y) � 
óðàâíåíè� (7.6), íàõîäè� ∫x ∫a 

1 y 
c1(1 − x) dy + dy = v


(1 − y)3 

x 
(1 − y)3 

0 ∫1 a
3èëè, èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâê� −( )dy (1 ) dy = 1−g y = c y ,1 

0 0 

c1 c1
(1 − x) 1 − 

1 − a 
+

1 − x 
= v. 

Äë� òîã� ÷òîá� ïîñëåäíå� ðàâåíñòâ� âûïîëíÿëîñ� òîæäåñòâåííî, íåîá
õîäèìî, ÷òîá� c1 = v = 1 − a. Îòñþä� � è� (7.5) íàõîäè� 

a = 2 −
√

2, c1 = v = 
√

2 − 1, c = σ =
2 −

√
2 
. 

2 

Îêîí÷àòåëüí� ⎧ ⎨ ⎩

2 −

√
2
 1 

+ 1 , 0 ≤ x ≤ 2 −
√

2,
ϕ0(x) = 4 (x − 1)2 

2 −
√

2 < x ≤ 1,
1,
⎧ ⎨ ⎩
 ,
(y − 

1 

1)2 
− 1 0 ≤ y ≤ 2 −

√
2, 

2 −
√

2 < y ≤ 1.


√
2 − 1


2
ψ0(y) = 

1,


Îñîáåííîñò� îïòèìàëüíî� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� ϕ0 ñîñòîè� � òîì, ÷ò� 
ïåðâû� èãðî� � âåðîÿòíîñòü� σ = 2−

2 

√
2 æäå� ä� ïîëíîã� ñáëèæåíè� � 

ïðîòèâíèêîì. Îòìåòè� òàêæå, ÷ò� çíà÷åíè� èãð� v = 
√

2 − 1 áåñøóìíî� 
äóýë� ìåíüø� çíà÷åíè� èãð� v = 1/2 øóìíî� äóýëè, ÷ò� îáúÿñíÿåòñ� 
óìåíüøåíèå� èíôîðìèðîâàííîñò� ïåðâîã� èãðîêà. 

��8. Ìíîãîøàãîâû� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð� 

Îïðåäåëè� ìíîãîøàãîâó� àíòàãîíèñòè÷åñêó� èãð� � ïîëíî� èíôîð
ìàöèåé. Èãð� ïðîèñõîäè� � òå÷åíè� T øàãî� � íîìåðàì� t = 1, ..., T. Í� 
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êàæäî� øàã� t èãðîê� âûáèðàþ� ï� î÷åðåä� àëüòåðíàòèâ� − çíà÷åíè� 
ïåðåìåííû� xt, yt. 

Øà� 1. Ñíà÷àë� ïåðâû� èãðî� âûáèðàå� àëüòåðíàòèâ� x1 ∈ U1, çàòå� 
âòîðî� èãðîê, çíà� âûáî� ïåðâîãî, âûáèðàå� àëüòåðíàòèâ� y1 ∈ V1(x1) = 
V1( ).·

Ïóñò� èãðîê� � òå÷åíè� t − 1 øàãî� âûáðàë� àëüòåðíàòèâ� 
x1, ..., xt−1, y1, ..., yt−1. Ïîëîæè� xt = (x1, ..., xt), yt = (y1, ..., yt). 

Øà� t. Ñíà÷àë� ïåðâû� èãðîê, çíà� ïðåäûñòîðè� xt−1, yt−1, âûáèðàå� 
àëüòåðíàòèâ� xt ∈ Ut(xt−1, yt−1) = Ut( ). Çàòå� âòîðî� èãðî� âûáèðàå� ·
àëüòåðíàòèâ� yt ∈ Vt(xt, yt−1) = Vt( ), çíà� ïðåäûñòîðè� xt, yt−1, âêëþ÷àÿ·
âûáî� xt ïåðâîã� èãðîê� í� äàííî� øàãå. 

Ïîñë� çàâåðøåíè� øàã� T âîçíèêàå� ïàð� (xT , yT ), íàçûâàåìà� ïàð
òèå� èãðû. Ï� ñìûñë� ïàðòè� èãð� − ýò� çàïèñ� âñå� àëüòåðíàòèâ, âû
áðàííû� èãðîêàìè. Äë� ëþáî� ïàðòè� (xT , yT ) çàäàåòñ� âûèãðû� F (xT , yT ) 
ïåðâîã� èãðîêà. 

Îïðåäåëè� òåïåð� èãð� � íîðìàëüíî� ôîðìå. Í� øàã� t ïåðâû� èã
ðî� ìîæå� âûáðàò� àëüòåðíàòèâ� xt êà� çíà÷åíè� ôóíêöè� x̃t : xt = 
x̃t(xt−1, yt−1), êîòîðà� äîëæí� áûò� îïðåäåëåí� ïð� âñåâîçìîæíû� çíà
÷åíèÿ� àðãóìåíòî� xt−1, yt−1. Îáîçíà÷è� ìíîæåñòâ� âñå� òàêè� ôóíêöè� 
x̃t ÷åðå� Ũt. Çàìåòèì, ÷ò� x̃1 = x1, ïîñêîëüê� í� ïåðâî� øàã� ïåðâû� 
èãðî� íèêàêî� èíôîðìàöèå� í� ðàñïîëàãàåò. 

Ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� ïðåäñòàâëÿå� ñîáî� íàáî� ôóíêöè� 

T

x̃ = (x̃t, t = 1, ..., T ) ∈ X̃ = Ũt. 
t=1 

Àíàëîãè÷íî, í� øàã� t âòîðî� èãðî� ìîæå� âûáèðàò� àëüòåðíàòèâ� yt êà� 
çíà÷åíè� ôóíêöè� ỹt : yt = ỹt(xt, yt−1), êîòîðà� äîëæí� áûò� îïðåäåëåí� 
ïð� âñåâîçìîæíû� çíà÷åíèÿ� àðãóìåíòî� xt, yt−1. Îáîçíà÷è� ìíîæåñòâ� 
âñå� òàêè� ôóíêöè� ỹt ÷åðå� Ṽt. Ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîê� ïðåäñòàâëÿå� 
ñîáî� íàáî� ôóíêöè� 

T

ỹ = (ỹt, t = 1, ..., T ) ∈ Ỹ = Ṽt. 
t=1 

Èãðîê� ìîãó� âûáðàò� ñòðàòåãè� ˜ y íåçàâèñèì� äðó� î� äðóã� ä� èãðû, x, ˜
� â� âðåì� èãð� − ïðèìåíÿò� è� "àâòîìàòè÷åñêè."Ëþáî� ïàð� ñòðàòåãè� 
(x̃, ỹ) îäíîçíà÷í� ñîîòâåòñòâóå� ïàðòè� èãðû: 
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x1 = x̃1, y1 = ỹ1(x1), x2 = x̃2(x1, y1) � ò.ä. 
def

Äàëå� F (x̃, ỹ) = F (xT , yT ), ãä� (xT , yT ) − ïàðòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùà� 
ñòðàòåãèÿ� x̃ � ỹ. Èòàê, ìíîãîøàãîâà� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� îïðå
äåëåí� � íîðìàëüíî� ôîðì� Γ = X, ˜ x, ˜ .˜ Y , F (˜ y) 

� äàëüíåéøå� áóäå� ðàññìàòðèâàò� äâ� êëàññ� èãð:

èãð� Γ′, � êîòîðî� âñ� ìíîæåñòâ� Ut( ), Vt( ) êîíå÷íû;
· ·
èãð� Γ′′, � êîòîðî� âñ� ìíîæåñòâ� Ut( ) ≡ Ut, Vt( ) ≡ Vt í� çàâèñÿ� î� · ·

ïðåäûñòîðè� � ÿâëÿþòñ� êîìïàêòàì� ìåòðè÷åñêè� ïðîñòðàíñòâ, � ôóíê
öè� F (xT , yT ) íåïðåðûâí� í� ïðîèçâåäåíè� 

U1 × · · · × UT × V1 × · · · × VT . 
Îïðåäåëè� ïàð� ñòðàòåãè� 

x̃0 = (x̃t 
0, t = 1, ..., T ), ỹ0 = (ỹt 

0 , 1, ..., T ), 

èñïîëüçó� ìåòî� äèíàìè÷åñêîã� ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîîïðåäåëè� ôóíê
öè� F í� âñå� îòðåçêà� ïàðòè� âèä� (xt, yt−1) èë� (xt, y ) � íàçîâå� t

å� ôóíêöèå� Áåëëìàíà. Êîìïîíåíò� ñòðàòåãè� x̃0 
t , ỹt 

0 áóäå� çàäàâàò� � 
ïîðÿäêå, îáðàòíî� âûáîðà� èãðîêîâ. 

Îïðåäåëè� ñíà÷àë� ỹT 
0 . Äë� ýòîã� çàôèêñèðóå� ïðîèçâîëüíî� çíà÷å

íè� àðãóìåíòî� (xT , yT −1) � çàäàäè� çíà÷åíè� ôóíêöè� 
def 

ỹT 
0 (xT , yT −1) = yT 

0 : 

def 
F (xT , yT −1, y T 

0 ) = min F (xT , yT −1, yT ) = F (xT , yT −1). 
yT ∈VT ( )·

Îïðåäåëè� ôóíêöè� x̃0 
T . Çàôèêñèðóå� ïðîèçâîëüíî� çíà÷åíè� àðãóìåí

òî� (xT −1, yT −1) � çàäàäè� çíà÷åíè� ôóíêöè� 
def 

x̃0 
T (xT −1, yT −1) = x0 

T : 

def 
F (xT −1, x T 

0 , yT −1) = max F (xT −1, xT , yT −1) = F (xT −1, yT −1). 
xT ∈UT ( )·

Ïóñò� îïðåäåëåí� êîìïîíåíò� ñòðàòåãè� � çíà÷åíè� ôóíêöè� Áåëëìàí� 

ỹT 
0 , x̃0 

T , ..., ỹt
0
+1, x̃

0 
t+1, F (xT , yT −1), ..., F (xt, yt). 

Òîãä� ỹt 
0 , x̃0 

t , F (xt, yt−1), F (xt−1, yt−1) çàäàþòñ� ï� ïðèâåäåííû� âûø� 
ôîðìóëà� � çàìåíî� T í� t. 

Ïîêàæåì, ÷ò� ñòðàòåãè� x̃0 , ỹ0 îïðåäåëåí� êîððåêòí� äë� èã� Γ� � Γ′′. 
Äåéñòâèòåëüíî, � èãð� Γ� âñ� ìíîæåñòâ� Ut( ), Vt( ) êîíå÷í� � ïîýòîì� · ·
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ìàêñèìóì� � ìèíèìóìû, ôèãóðèðóþùè� � îïðåäåëåíèÿ� x̃0 , ỹ0, äîñòèãà
þòñÿ. Àíàëîãè÷íî� óòâåðæäåíè� ñïðàâåäëèâ� � äë� èãð� Γ′′, ïîñêîëüê� 
ï� òåîðåì� 2.2 ôóíêöè� Áåëëìàí� íåïðåðûâí� í� ñîîòâåòñòâóþùè� êîì
ïàêòàõ. 

Îïðåäåëè� âåëè÷èí� 

def F (x1) 
ṽ = max F (x1) = max min F (x1, y1) = ... 

x1∈U1 x1∈U1 y1∈V1( )·

= max min ... max min F (xT , yT ). 
x1∈U1 y1∈V1( ) xT ∈UT ( ) yT ∈VT ( )· · ·

Ñïðàâåäëèâ� ñëåäóþùà� 

Òåîðåì� 8.1 (Öåðìåëî). Âñÿêà� ìíîãîøàãîâà� àíòàãîíèñòè÷åñêà� 
èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� Γ� (èë� Γ′′) èìåå� ðåøåíè� (x̃0 , ỹ0 , ṽ). 

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷ò� ôóíêöè� F (x̃, ỹ) èìåå� ñåäëîâó� òî÷
˜ê� (x̃0 , ỹ0) í� X̃ × Y . Äë� ýòîã� äîñòàòî÷í� äîêàçàòü, ÷ò� 

1) F (x̃0 , ỹ) ≥ ṽ ∀ ỹ ∈ Ỹ ; 
0) ≤ ˜ ∀ x̃ ∈ ˜2) F (x̃, ỹ v X.


Äîêàæå� íåðàâåíñòâ� 1). Èìåå�


F (x̃ 0 , ˜ min F (x̃ 0 , ỹ1, ..., ỹT −1, yT ) = F (x̃ 0 , ỹ1, ..., ỹT −1) = y) ≥ 
yT ∈VT ( )·

def x̃0 

= T 
max F (x̃ 0

1, ..., x̃
0 
T −1, xT , ỹ1, ..., ỹT −1) = 

xT ∈UT ( )·

= F (x̃ 0
1, ..., x̃

0 y1, ..., ỹT −1) ≥ ... ≥ F (x̃ 0
1, ỹ1) ≥ max F (x1) = ṽ. T −1, ˜

x1∈U1 

Íåðàâåíñòâ� 2) äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷íî. 

Ïðèìå� 8.1. Ïîêàæåì, ÷ò� èãð� "øàõìàòû"èìåå� ðåøåíèå. Ñóùåñòâó
å� òàêî� öåëî� ÷èñë� T, ÷ò� � ñîîòâåòñòâè� � ïðàâèëàì� èãð� ëþáà� 
øàõìàòíà� ïàðòè� çàêàí÷èâàåòñ� í� ïîçäíå� õîä� T. Ïîýòîì� áå� ïîòåð� 
îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, âñ� ïàðòè� ïðîäîëæàþòñ� T õîäîâ1. Øàõìàò� 
ÿâëÿþòñ� èãðî� âèä� Γ′. Ut(xt−1, yt−1) åñò� ìíîæåñòâ� ðàçðåøåííû� ïðà
âèëàì� àëüòåðíàòèâíû� âûáîðî� õîä� áåëûì� (ïåðâû� èãðîêîì) í� t-� 
õîä� � ïîçèöèè, îïðåäåëÿåìî� ïðåäûäóùèì� õîäàì� èãðîêî� (xt−1, yt−1). 

1Åñë� ïàðòè� çàêàí÷èâàåòñ� ðàíüøå, ò� èãðîê� äåëàþ� íåîáõîäèìî� ÷èñë� ôèê
òèâíû� õîäîâ, í� âëèÿþùè� í� èñõî� èãðû. 
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Àíàëîãè÷í� èíòåðïðåòèðóåòñ� ìíîæåñòâ� Vt(xt, yt−1) âûáîðî� õîä� ÷åð
íûì� í� t-� õîäó. Âûèãðû� áåëû� îïðåäåëÿåòñ� ï� ïðàâèë� 

F (xT , yT ) = 

⎧ ⎨ ⎩

1, åñë� âûèãðàë� áåëûå,


0, åñë� âûèãðàë� ÷åðíûå,


1/2, åñë� ñûãðàë� âíè÷üþ.


Ï� òåîðåì� Öåðìåë� èãð� "øàõìàòû"èìåå� ðåøåíèå. Ïðàêòè÷åñêî� 
çíà÷åíè� ýòî� ðåçóëüòà� èìåå� äë� ïîçèöè� ýíäøïèëÿ, ãä� îáû÷í� èùó� 
ôîðñèðîâàííû� âûèãðûø, ëèá� íè÷üþ. 

Ïðèìå� 8.2. Ðàññìîòðè� ìàòðèö� 

⎛ 
A =


⎝

5 3 1 4

2 7 2 0

3 2 3 3

4 0 2 5


⎠
 .


Ðàçîáüå� ìíîæåñòâ� å� ñòðî� í� ïîäìíîæåñòâ� M1 = {1, 2} � M2 = 
{3, 4}, � ìíîæåñòâ� ñòîëáöî� − í� ïîäìíîæåñòâ� N1 = {1, 2} � N2 = 
{3, 4}. Îïðåäåëè� äâóõøàãîâó� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèåé. 

Øà� 1. Ñíà÷àë� ïåðâû� èãðî� âûáèðàå� íîìå� α ∈ {1, 2} ìíîæåñòâ� 
Mα, è� êîòîðîã� î� áóäå� í� âòîðî� øàã� äåëàò� âûáî� ñòðîê� ìàòðèö� 
A. Çàòå� âòîðî� èãðîê, çíà� α, âûáèðàå� íîìå� β ∈ {1, 2} ìíîæåñòâ� Nβ, 
è� êîòîðîã� î� áóäå� í� âòîðî� øàã� âûáèðàò� íîìå� ñòîëáö� ìàòðèö� 
A. 

Øà� 2. Ïåðâû� èãðî� âûáèðàå� íîìå� ñòðîê� i ∈ Mα, çíà� α, β, çàòå� 
âòîðî� èãðî� âûáèðàå� íîìå� ñòîëáö� j ∈ Nβ, çíà� α, β, i. 

Âûèãðû� ïåðâîã� èãðîê� ðàâå� aij. 

Äë� ðåøåíè� çàäà÷� âîñïîëüçóåìñ� ïîçèöèîííî� ôîðìî� èãðû, êîòî
ðó� áóäå� îòîáðàæàò� í� ïëîñêîñò� � âèä� äåðåâà. 
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������� 2kPPPPPP� 

1 2 

1� 2� 
1 �

� @@ 2 1 �� @
� 2 

3� @
� 
1� 2k�

� 

3� 
1 
 � 2 � 3 
 � 4

 � 1 
� J� 2 3 
 JJ4 
 � 
3� 2� 
 � 
 � 3� 2� 

1� 0� 2� 0� 
��B� ��B� ��B� ��B�


1 � � 2 1 � � 2 ��B� ��B� ��B� ��B� 3 � � 4 3 � � 4

� B � � 3 � � 4 3 � � 4 1 � � 2 1 � � 2 � � � �

5 3 2 7 � � � B � � � � 3 3 2 5


1 4 2 0 3 2 4 0


Ðèñ. 8.1 

Íà÷àëüíà� (êîðíåâàÿ) âåðøèí� äåðåâà� ñîîòâåòñòâóå� ïåðâîì� õî
ä� ïåðâîã� èãðîê� (âûáî� àëüòåðíàòèâ� α), � âåðøèíà� âòîðîã� óðîâ
í� àëüòåðíàòèâ� β âûáèðàå� âòîðî� èãðî� � ò.ä. � ôèíàëüíû� âåðøè
íàõ, îòâå÷àþùè� ðàçëè÷íû� ïàðòèÿ� èãðû, óêàçàí� âûèãðûø� ïåð
âîã� èãðîê� F (α, β, i, j) = aij. � âåðøèíà� ÷åòâåðòîã� óðîâí� óêàçàí� 
çíà÷åíè� ôóíêöè� Áåëëìàí� F (α, β, i) = min F (α, β, i, j), � âåðøèíà� 

j∈Nβ 

òðåòüåã� óðîâí� − F (α, β) = max F (α, β, i), � âåðøèíà� âòîðîã� óðîâ
i∈Mα 

í� − F (α) = min F (α, β), � � íà÷àëüíî� âåðøèí� − çíà÷åíè� èãð� 
β=1,2 

ṽ = max F (α) = 2. 
α=1,2 

Óêàæå� îïòèìàëüíû� ñòðàòåãè� èãðîêî� 

x̃0 = (α0 , ĩ0(α, β)), ỹ0 = ( β̃0(α), j̃0(α, β, i)) : 

α0 = 2, ĩ0(2, 1) = 3, ĩ0(2, 2) = 3, β̃0(1) = 2, β̃0(2) = 1, 

j̃0(1, 2, 1) = 3, , j̃0(1, 2, 2) = 4, j̃0(2, 1, 3) = j̃0(2, 1, 4) = 2. 

Îòìåòèì, ÷ò� ñíà÷àë� ì� ïîäñ÷èòàë� ôóíêöè� Áåëëìàíà, � çàòå� ïî
ñòðîèë� � åñòåñòâåííî� ïîðÿäê� êîìïîíåíò� îïòèìàëüíû� ñòðàòåãèé. � 
ðåçóëüòàò� áûë� äîñòèãíóò� íåêîòîðà� ýêîíîìè� âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüê� 
ýò� êîìïîíåíò� íåîáÿçàòåëüí� ñëåäóå� îïðåäåëÿò� ïð� âñå� çíà÷åíèÿ� 

1Äåðåâ� èçîáðàæåí� � ïåðåâåðíóòî� âèäå, ïîñêîëüê� òà� åã� óäîáíå� ðèñîâàòü. 
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àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð, α0 = 2 � çíà÷åíè� ôóíêöè� ĩ0(α, β) íóæí� íàõî
äèò� òîëüê� ïð� α = 2. 

Åù� áîëå� ñóùåñòâåííî� ñîêðàùåíè� âû÷èñëåíè� äîñòèãàåòñ� � èñ
ïîëüçîâàíèå� ïðèåìî� òåîðè� èñêóññòâåííîã� èíòåëëåêòà. 

Ðàññìîòðè� âîïðî� � ïðîãðàììèðîâàíè� øàõìàò. � òåêóùå� ïîçèöè� 
øàõìàòíî� ïàðòè� ïð� õîäå, ñêàæåì, áåëû� äåðåâ� èãð� ïîðîæäàåòñ� 
í� ãëóáèí� íåñêîëüêè� õîäîâ. � ôèíàëüíû� âåðøèíà� äåðåâ� âûèãðû� 
áåëû� çàäàåòñ� � ïîìîùü� îöåíî÷íî� ôóíêöèè, ó÷èòûâàþùå� ìàòåðè
àëüíû� � ïîçèöèîííû� îñîáåííîñò� ôèíàëüíî� ïîçèöèè. Ïîñë� ýòîã� ðå
øàåòñ� ïîëó÷èâøàÿñ� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� � íàõîäèòñ� îïòè
ìàëüíû� õî� áåëû� � òåêóùå� ïîçèöèè. 

Îáû÷í� äåðåâ� èãð� ïîðîæäàåòñ� � ïîìîùü� ðåêóðñèâíî� ïðîöåäó
ð� ïîñòðîåíè� ïîääåðåâüåâ. Ïð� ýòî� � âåðøèíà� äåðåâ� âû÷èñëÿþòñ� 
çíà÷åíè� ôóíêöè� Áåëëìàíà. Ðàññìîòðè� âîçìîæíû� õî� áåëû� a1 � òå
êóùå� ïîçèöèè. Ïóñò� ïîñòðîåí� ïîääåðåâ� èãðû, ñîîòâåòñòâóþùå� ýòî
ì� õîä� � ïîëó÷åí� îöåíê� õîä� a1 (òî÷íåå, ïîçèöèè, âîçíèêàþùå� ïîñë� 
ýòîã� õîäà), ðàâíà� 4. Ðàññìîòðè� äðóãî� õî� áåëû� a2 � òåêóùå� ïîçè
öèè. Òåïåð� ïóñò� ÷åðíû� âûáðàë� õî� b1 � óñòàíîâëåíî, ÷ò� åã� îöåíê� 
ðàâí� 1. Òîãä� îöåíê� õîä� a2 áóäå� í� áîëüø� 1 � åã� ìîæí� îòáðî
ñèòü, ïîñêîëüê� î� õóæ� õîä� a1. Òàêè� îáðàçîì, çäåñ� í� ïîòðåáîâàëîñ� 
ïîëíî� ïîñòðîåíè� ïîääåðåâ� õîä� a2. Îöåíê� õîä� a1 � äàííî� ñëó÷à� 
íàçûâàåòñ� α-îòñå÷åíèåì. 

Åñë� � òåêóùå� ïîçèöè� õî� ÷åðíûõ, ò� àíàëîãè÷í� ìîæí� îïðåäå
ëèò� ïîíÿòè� β-îòñå÷åíèÿ. 

Ìíîãîøàãîâû� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð� � íåïîëíî� èíôîðìàöèåé. 

Îïðåäåëè� òåïåð� áîëå� îáùó� ìîäåë� ìíîãîøàãîâî� èãðû, � ïðîöåñ
ñ� êîòîðî� èãðîê� ìîãó� í� èìåò� ïîëíî� èíôîðìàöè� � ñäåëàííû� âû
áîðàõ. Îãðàíè÷èìñ� èãðàì� Γ� � êîíå÷íûì� ìíîæåñòâàì� Ut( ), Vt( ), t = · ·
1, ..., T. 

Ïóñò� H1(H2) − ìíîæåñòâ� âñå� îòðåçêî� ïàðòè� âèä� (xt−1, yt−1)t t 

(âèä� (xt, yt−1)). Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ìíîæåñòâ� H1 ðàçáèò� í� íåïåðåt 

ñåêàþùèåñ� ïîäìíîæåñòâ� H1(αt), αt ∈ Lt. Ïåðå� âûáîðî� xt ïåðâîìót 

èãðîê� èçâåñòíî, ÷ò� (xt−1, yt−1) ∈ H1(αt). Àíàëîãè÷íî, ïóñò� ìíîæåñòâ� t 

H2 ðàçáèò� í� íåïåðåñåêàþùèåñ� ïîäìíîæåñòâ� H2(βt), βt ∈ Bt. Ïåðåät t 

âûáîðî� yt âòîðîì� èãðîê� èçâåñòíî, ÷ò� (xt, yt−1) ∈ H2(βt). Åñëè, � t 

÷àñòíîñòè, αt = (xt−1, yt−1), βt = (xt, yt−1), � ìíîæåñòâ� H
1(αt) � Ht 

2(βt)t 

ñîäåðæà� ï� îäíîì� ýëåìåíò� αt � βt ñîîòâåòñòâåííî, ò� ïîëó÷è� èãð� � 
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ïîëíî� èíôîðìàöèåé. 
Ñòðàòåãè� x̃ ∈ X̃ ïåðâîã� èãðîê� çàäàåòñ� íàáîðî� ôóíêöè� x̃t î� αt, 

ïðèíèìàþùè� çíà÷åíè� x̃t(αt) ∈ Ut(αt), t = 1, ..., T. Ñòðàòåãè� ỹ ∈ Ỹ
âòîðîã� èãðîê� çàäàåòñ� íàáîðî� ôóíêöè� ỹt î� βt, ïðèíèìàþùè� çíà
÷åíè� ỹt(βt) ∈ Vt(βt), t = 1, ..., T. Ï� îïðåäåëåíè� F (x̃, ỹ) = F (xT , yT ), 
ãä� ïàðòè� èãð� (xT , yT ) îäíîçíà÷í� çàäàåòñ� ñòðàòåãèÿì� èãðîêî� x̃ � 

˜ ˜y.̃ Èòàê, îïðåäåëåí� èãð� Γ = X, Y , F (x̃, ỹ) � íîðìàëüíî� ôîðìå. 

Ïðèìå� 8.3. Ïóñò� αt = βt = (xt−1, yt−1), 

Ht 
1(αt) = {αt}, Ht 

2(βt) = {(xt, yt−1) | xt ∈ Ut(βt)}. 

Çäåñ� í� êàæäî� òåêóùå� øàã� èãðîê� í� çíàþ� âûáîð� äðó� äðóãà, í� 
îí� çíàþ� âñ� âûáîðû, ñäåëàííû� í� ïðåäûäóùè� øàãàõ. Ïð� ýòî� áóäå� 
ãîâîðèò� î� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� � ïðåäûäóùè� øàãàõ. Êîíêðåò
íû� ïðèìåðî� ìîæå� ñëóæèò� ïîâòîðÿþùàÿñ� èãð� "îðëÿíêà". 

Óïðàæíåíè� 8.1. Ïîêàçàòü, ÷ò� � èãð� Γ � ïîëíî� èíôîðìàöèå� � ïðå
äûäóùè� øàãà� (ïðèìå� 8.3) íèæíå� � âåðõíå� çíà÷åíè� èãð� çàäàþòñ� 
ñëåäóþùèì� âûðàæåíèÿìè: 

v = max min max min max min F (xT , yT ), 
x1∈U1 y1∈V1 x2∈U2(x1,y1) y2∈V2(x1,y1) 

· · · 
xT ∈UT (αT ) yT ∈VT (βT ) 

v = min max min max min max F (xT , yT ). 
y1∈V1 x1∈U1 y2∈V2(x1,y1) x2∈U2(x1,y1) 

· · · 
yT ∈VT (βT ) xT ∈UT (αT ) 

Óïðàæíåíè� 8.2. Íàéò� âåðõíå� � íèæíå� çíà÷åíè� èãð� è� ïðèìå
ð� 8.2, ïðåäïîëàãà� ïîëíó� èíôîðìèðîâàííîñò� èãðîêî� � ïðåäûäóùè� 
øàãàõ. 

Åñë� � èãð� Γ v < v, ò� èãðîê� äîëæí� èñïîëüçîâàò� ñìåøàííû� 
ñòðàòåãèè. Îãðàíè÷èìñ� ïðèìåðàìè. 

Ïðèìå� 8.4. Íàéäå� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� è� ïðè
ìåð� 8.2, ïðåäïîëàãà� ïîëíó� èíôîðìèðîâàííîñò� èãðîêî� � ïðåäûäó
ùè� øàãàõ. Í� âòîðî� øàã� çíà÷åíè� α, β èãðîêà� èçâåñòí� � âîçíèêàå� 
ïîäûãð� � 2×2-ïîäìàòðèöå� (aij)i∈Mαj∈Nβ 

ìàòðèö� A. Ïóñò� 
(p0(α, β), q0(α, β), v(α, β)) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� óêàçàííî� 
ïîäûãðû. � ñëåäóþùå� òàáëèö� ýò� ðåøåíè� ïðèâåäåí� ïð� âñå� çíà÷å
íèÿ� α � β. 
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Òàáë. 8.1

α β p0(α, β) q0(α, β) v(α, β) 
1 
1 
2 
2 

1 
2 
1 
2 

(5/7,2/7) 
(2/5,3/5) 
(1,0) 
(1,0) 

(4/7,3/7) 
(4/5,1/5) 
(0,1) 
(1,0) 

29/7 
8/5 
2 
3 

Í� ïåðâî� øàã� ïåðâû� èãðî� ñòðåìèòñ� óâåëè÷èò� ñâî� îæèäàåìû� 
âûèãðûø, ïîëó÷àåìû� í� âòîðî� øàãå, � âòîðî� èãðî� ñòðåìèòñ� ýòî� 
âûèãðû� óìåíüøèòü. Ïîýòîì� í� ïåðâî� øàã� èãðîê� ó÷àñòâóþ� � èãð� 
� ìàòðèöå� ( � 

(v(α, β))2×2 = 
29/7 8/5 

. 
2 3 

Ðåøåíè� ýòî� èãð� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èìåå� âè� 

(p 0 , q 0 , v) = ((35/124, 89/124), (49/124, 75/124), 323/124). 

Èòàê, ïåðâû� èãðî� äîëæå� âûáèðàò� α = 1 � âåðîÿòíîñòü� 35/124, � 
âòîðî� èãðî� äîëæå� âûáèðàò� β = 1 � âåðîÿòíîñòü� 49/124. Çíà÷åíè� 
èãð� Γ ðàâí� 323/124. 

Ïðèìå� 8.5. Âåäóùè� òåëåâèçèîííîã� øî� ïðåäëàãàå� ó÷àñòíèê� ïî
êàçàò� í� îäí� è� òðå� çàêðûòû� äâåðåé, ç� êîòîðûì� ðàçìåùåí� "Ìåð
ñåäåñ"� äâ� êîçëà. Ïîñë� ýòîã� âåäóùè� îòêðûâàå� êàêóþ-ëèá� è� äâó� 
íåâûáðàííû� äâåðåé, ç� êîòîðî� íàõîäèòñ� êîçåë, � âòîðè÷í� (øà� 2) 
ïðåäëàãàå� ó÷àñòíèê� îòêðûò� îäí� è� îñòàâøèõñ� äâåðåé. Åñë� ç� äâå
ðü� ñòîè� "Ìåðñåäåñ", ò� ó÷àñòíè� ïîëó÷àå� åã� � êà÷åñòâ� ïðèçà, åñë� −
êîçåë, ò� ó÷àñòíè� íè÷åã� í� ïîëó÷àåò. Ïóñò� âûèãðû� ó÷àñòíèê� ðàâå� 
1 èë� 0 � çàâèñèìîñò� î� òîãî, ïîëó÷å� è� ïðè� èë� íåò. Íàéäå� îïòè
ìàëüíû� ñòðàòåãè� ó÷àñòíèê� (ïåðâîã� èãðîêà) � âåäóùåã� øî� (âòîðîã� 
èãðîêà), � òàêæ� çíà÷åíè� èãðû. 

Åñë� í� ïåðâî� øàã� ïåðâû� èãðî� ïîêàçà� í� äâåðü, ç� êîòîðî� ñòîè� 
êîçåë, ò� ÿñíî, ÷ò� í� âòîðî� øàã� î� äîëæå� îòêðûò� äðóãó� äâåð� � 
íàâåðíÿê� ïîëó÷èò� ïðèç. Îòñþäà, èñïîëüçó� ñîîáðàæåíè� ñèììåòðèè, 
óêàæå� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. 

Îïðåäåëè� ñòðàòåãè� p0 ïåðâîã� èãðîêà: í� ïåðâî� øàã� î� äîëæå� 
âûáðàò� îäí� è� òðå� äâåðå� � âåðîÿòíîñòü� 1/3, � í� âòîðî� øàã� îò
êðûâàò� äðóãó� îñòàâøóþñ� äâåðü. 

Îïðåäåëè� ñòðàòåãè� q0 âòîðîã� èãðîêà: î� äîëæå� ïîìåñòèò� "Ìåð
ñåäåñ"ç� îäíî� äâåðü� è� òðå� � âåðîÿòíîñòü� 1/3. Åñë� ïåðâû� èãðî� 
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ïîêàçà� í� äâåð� � "Ìåðñåäåñîì", ò� âòîðî� èãðî� äîëæå� îòêðûò� îäí� 
è� äâó� äðóãè� äâåðå� � âåðîÿòíîñòü� 1/2. 

Çíà÷åíè� èãð� ðàâí� 2/3. 
Äë� äîêàçàòåëüñòâ� îïòèìàëüíîñò� óêàçàííû� ñòðàòåãè� ïðîâåðè� 

óñëîâè� (∗). Ïð� ëþáî� ÷èñòî� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîê� ïåðâû� èã
ðîê, ïðèìåíÿ� p0 , ïîêàçûâàå� í� äâåð� � êîçëî� � âåðîÿòíîñòü� 2/3. 
Í� âòîðî� øàã� î� óêàçûâàå� í� äðóãó� äâåð� � âûèãðûâàå� ïðèç. � 
äðóãî� ñòîðîíû, ïóñò� âòîðî� èãðî� ïðèìåíÿå� ñòðàòåãè� q0. Ïîêàæåì, 
÷ò� ïåðâû� èãðî� í� ìîæå� âûèãðàò� ïðè� � âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé, 
÷å� 2/3. Ðàññìîòðè� òèïè÷íó� ÷èñòó� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà: ñíà
÷àë� î� âûáèðàå� ïåðâó� äâåðü, í� âòîðî� øàã� î� îòêðûâàå� âòîðó� 
äâåðü, åñë� âòîðî� èãðî� îòêðû� òðåòü� � îòêðûâàå� ïåðâó� äâåðü, åñ
ë� âòîðî� èãðî� îòêðû� âòîðóþ. Íåòðóäí� ïîäñ÷èòàòü, ÷ò� âåðîÿòíîñò� 
åã� âûèãðûø� ïð� ðàçìåùåíèÿ� ÌÊÊ, ÊÌ� � ÊÊ� ðàâí� 1/6, 1/3 � 
0 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêè� îáðàçîì, äàííà� ÷èñòà� ñòðàòåãè� îáåñïå÷èâàå� 
âûèãðû� ïðèç� � âåðîÿòíîñòü� 1/2. Åñë� í� âòîðî� øàã� ïåðâû� èãðî� 
óêàçûâàå� í� í� ïåðâó� äâåðü, ò� âûèãðû� ïðèç� (òîëüê� � ýòî� ñëó÷àå) 
óâåëè÷èâàåòñ� ä� 2/3. 

Îòìåòèì, ÷ò� � ýòî� ïðèìåð� ì� îáîøëèñ� áå� ïîëíîã� îïèñàíè� 
ìíîæåñò� ñòðàòåãè� èãðîêî� � ìàòðèö� èãðû. Ýò� ïðåäñòàâëÿå� ñîáî� 
âåñüì� íåïðîñòó� çàäà÷ó, åñë� ðàññìîòðåò� îáîáùåíè� èãð� í� ñëó÷àé, 
êîãä� èìååòñ� n äâåðåé, ç� êîòîðûì� ðàñïîëàãàþòñ� îäè� "Ìåðñåäåñ"� 
n − 1 êîçåë. Èãð� ïðîèñõîäè� � òå÷åíè� n − 1 øàãîâ. Í� êàæäî� è� ïåð
âû� n − 2 øàãî� ó÷àñòíè� ïîêàçûâàå� í� êàêóþ-ëèá� çàêðûòó� äâåðü, 
� âåäóùè� îòêðûâàå� äðóãó� äâåðü, ç� êîòîðî� ñòîè� êîçåë. Í� øàã� 
n − 1 âñ� ïðîèñõîäè� òà� æå, êà� � ïð� n = 3. Çíà÷åíè� èãð� çäåñ� ðàâí� 
(n − 1)/n. Äîêàæèò� îïòèìàëüíîñò� ñëåäóþùå� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðî
êà. � ðàâíî� âåðîÿòíîñòü� 1/n î� âûáèðàå� îäí� è� äâåðåé, í� êîòîðó� 
ïîêàçûâàå� � òå÷åíè� ïåðâû� n − 2 øàãîâ. Í� ïîñëåäíå� (n − 1)-� øàãå, 
êîãä� îñòàíóòñ� äâ� çàêðûòû� äâåðè, î� îòêðûâàå� äðóãó� äâåðü. 

Ïóñò� ìíîãîøàãîâà� èãð� çàäàí� � ïîçèöèîííî� ôîðìå. Òîãä� èíôîð
ìèðîâàííîñò� èãðîêî� çàäàåòñ� � ïîìîùü� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâ. 

Îïðåäåëåíèå. Èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâî� èãðîê� íàçûâàåòñ� ìíî
æåñòâ� âåðøè� äåðåâ� èãðû, � êîòîðû� î÷åðåä� õîä� ïðèíàäëåæè� äàí
íîì� èãðîê� � èìååòñ� îäèíàêîâî� ÷èñë� àëüòåðíàòèâ. Èãðî� çíàåò, ÷ò� 
ïîçèöè� èãð� ñîîòâåòñòâóå� îäíî� è� âåðøè� èíôîðìàöèîííîã� ìíîæå
ñòâà, í� í� çíàå� êàêî� èìåííî. Í� èíôîðìàöèîííî� ìíîæåñòâ� íàêëà
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äûâàåòñ� ñëåäóþùå� îãðàíè÷åíèå: îí� í� ìîæå� ñîäåðæàò� äâó� âåðøè� 
ëåæàùè� í� îäíî� ïóòè, âåäóùè� è� íà÷àëüíî� âåðøèí� � ôèíàëüíóþ. 

Áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� âñ� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâ� ïåðâîã� èãðîê� 
I1, ..., Ik ïðîíóìåðîâàí� òàêè� îáðàçîì, ÷ò� åñë� êàêàÿ-ò� âåðøèí� ìíî
æåñòâ� Ii ðåàëèçóåòñ� � èãð� ðàíüø� íåêîòîðî� âåðøèí� ìíîæåñòâ� Ij, 
ò� i < j. Âñ� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâ� âòîðîã� èãðîê� J1, ..., Jl ïðî
íóìåðîâàí� àíàëîãè÷íû� îáðàçîì. 

Ñòðàòåãèå� ïåðâîã� èãðîê� ÿâëÿåòñ� âåêòî� x = (x1, ..., xk) ∈ X, ãä� xi 
− ëèá� àëüòåðíàòèâà, âûáèðàåìà� èãðîêî� � ìíîæåñòâ� Ii, ëèá� xi = ∗. 
Ïîñëåäíå� îçíà÷àåò, ÷ò� âûáî� àëüòåðíàòè� x1, ..., xi−1 ãàðàíòèðóåò, ÷ò� 
� èãð� çàâåäîì� í� áóäå� ðåàëèçîâàí� íèêàêà� âåðøèí� è� ìíîæåñòâ� 
Ii. Àíàëîãè÷íû� îáðàçî� îïðåäåëÿþòñ� ñòðàòåãè� y = (y1, ..., yl) ∈ Y 
âòîðîã� èãðîêà. 

Îòìåòèì, ÷ò� � èãð� ìîãó� âñòðå÷àòüñ� ïîçèöè� ñëó÷àÿ. Ýò� îçíà
÷àåò, ÷ò� � íåêîòîðû� âåðøèíà� äåðåâ� èãð� âûáî� àëüòåðíàòèâ� í� 
ïðèíàäëåæè� èãðîêàì, � îñóùåñòâëÿåòñ� ñëó÷àéíû� îáðàçî� � èçâåñò
íû� çàêîíî� ðàñïðåäåëåíè� (ñì. ïðèìå� íèæå). Òîãä� ïð� âûáðàííû� 
ñòðàòåãèÿ� èãðîêî� x � y âûèãðû� ïåðâîã� èãðîêà, îïðåäåëÿåìû� ï� 
ôèíàëüíî� âåðøèíå, áóäå� ñëó÷àéíî� âåëè÷èíî� � çíà÷åíè� F (x, y) ñëå
äóå� îïðåäåëèò� êà� ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� ýòîã� âûèãðûøà. Òàêè� 
îáðàçîì, ì� ñâåë� ïîçèöèîííó� ôîðì� èãð� � íîðìàëüíî� ôîðìå. 

Ïðèìå� 8.6. Èãð� "ïîêåð". Êîëîä� ñîñòîè� è� äâó� êàðò: ñòàðøå� (ñ) � 
ìëàäøå� (ì). Èãðîêà� ñäàåòñ� ï� îäíî� êàðò� ðóáàøêî� ââåðõ. Ïåðâû� 
èãðî� áåðå� ñâî� êàðò� � èìåå� äâ� àëüòåðíàòèâû: ëèá� ïàñîâàò� (ï), 
âûïëà÷èâà� âòîðîì� èãðîê� ñóìì� a > 0, ëèá� óâåëè÷èâàò� ñòàâê� (ó) 
ä� ñóìì� b > a. Åñë� ïåðâû� èãðî� óâåëè÷èâàåò, ò� âòîðî� èãðîê, í� 
çíà� ðàñêëàä� êàðò, ìîæå� ëèá� ïàñîâàòü, âûïëà÷èâà� ïåðâîì� a, ëèá� 
óâåëè÷èâàò� ñòàâê� ä� b. Åñë� îá� èãðîê� óâåëè÷èâàþ� ñòàâêó, ò� êàðò� 
îòêðûâàþòñ� � èãðî� ñ� ñòàðøå� êàðòî� ïîëó÷àå� ñóìì� b î� ïàðòíåðà. 
Í� ðèñ. 8.2 èçîáðàæåí� äåðåâ� èãðû. 
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� � � � 

� � I1
�

� @
� 
I2�
 � � 

−a −a 
� � 

� J1 

b� � � ó@
@ b b� �� ó@

@ � 
a b a −b 

Ðèñ. 8.2 

Ïåðâû� èãðî� èìåå� äâ� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâà, îòâå÷àþùè� 
äâó� ðàâíîâåðîÿòíû� ðàñêëàäà� êàðò. Ïîýòîì� � ïåðâîã� èãðîê� ÷åòûð� 
ñòðàòåãèè: (ï,ï),(ï,ó),(ó,ï),(ó,ó). Âòîðî� èãðî� í� çíàå� ðàñêëàä� êàðò. Î� 
èìåå� åäèíñòâåííî� èíôîðìàöèîííî� ìíîæåñòâ� � äâ� ñòðàòåãèè: � � ó. 
Ìàòðèö� èãð� � íîðìàëüíî� ôîðì� èìåå� âè� 

ï �
⎛
 ⎞ 
(ï,ï)
 −

0 
a −

a
a 
+b( ) +−a

1 

1 

−a 

(−a)

−a
⎝
 ⎠
 ⎝
 ⎠
1 
2

11 1(ï,ó)

(ó,ï)
 11 

(−a) +
b +

(−b)
 −
a

2 2 2 2A =
 =
 .
1 

2
(−a) b−a 

(−b) a 0 
0
a +


2 2 2 2
1 1 1(ó,ó)
 b +
a +
 a

2 2 2 2

Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� òðåòü� ñòðîê� ìàòðèö� äîìèíèðóå� ïåðâó� � âòî
ðó� ñòðîêè. Âû÷åðêèâà� è� � ðåøà� èãð� � 2×2-ìàòðèöåé, ïîëó÷è� ðå
øåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� 

2a b − a 
, 

b − a
, 

2a 
, v = 

a(b − a)
0 p =
 0, 0,
 0 , q =
 .

b + a
 b + a
 b + a
 b + a
 b + a


Ìîæí� ñäåëàò� âûâîä, ÷ò� ÷å� áîëüø� çíà÷åíè� b/a, òå� � áîëüøå� âå
ðîÿòíîñòü� ïåðâû� èãðî� äîëæå� áëåôîâàò� (óâåëè÷èâàò� í� ìëàäøå� 
êàðòå), � âòîðî� − åì� í� âåðèò� (ïàñîâàòü). 
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� 8. Ìíîãîøàãîâû� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð�


Êîììåíòàðè� � áèáëèîãðàôè� � ãëàâ� I 

� 2. Îñíîâíû� ïîíÿòè� òåîðè� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èã� áûë� ââåäåí� 
Ý.Áîðåëå� (ñì. àíãëèéñêè� ïåðåâî� [15] òðå� åã� ðàáî� 1920-� ãîäîâ). 
Òåðìè� "ôèçè÷åñêà� ñìåñ� ñòðàòåãèé"èñïîëüçîâàë� Å.Ñ. Âåíòöåë� � [29]. 
Ïðèìå� 3.2 âçÿ� è� êíèã� Ã.Í. Äþáèí� � Â.Ã. Ñóçäàë� [46]. Åù� îäè� 
ïðèìå� 9.7 èñïîëüçîâàíè� "ôèçè÷åñêî� ñìåñ� ñòðàòåãèé"� áèìàòðè÷íî� 
èãð� ñì. â� âòîðî� ãëàâå. Îñíîâ� òåîðè� ïîëåçíîñò� çàëîæåí� � ôóíäà
ìåíòàëüíî� òðóä� Äæ. ôî� Íåéìàí� � Î. Ìîðãåíøòåðí� [72]. � ìåòîäà� 
ïîñòðîåíè� ôóíêöè� ïîëåçíîñò� ñì. [49]. 

Èíòåðåñí� ïðîàíàëèçèðîâàò� ïîâåäåíè� ïåðâîã� èãðîêà, èñïîëüçóþ
ùåã� îïòèìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� (a/(1 + a), 1/(1 + a)) � èãð� � 

1 0
ìàòðèöå� ïîëåçíîñòå� A = ïðèìåð� 3.4, � çàâèñèìîñò� î� åã� 

0 a 
îòíîøåíè� � ðèñêó. ×å� áîëå� îñòîðîæå� èãðî� (� ðîñòî� ïîëåçíîñò� a), 
òå� áëèæ� åã� ñòðàòåãè� � (1/2, 1/2). Àçàðòíû� èãðî� âûáèðàå� ÷èñòó� 
âòîðó� ñòðàòåãè� � òå� áîëüøå� âåðîÿòíîñòüþ, ÷å� ìåíüø� çíà÷åíè� a. 
Ñõîäíî� ïîâåäåíè� ì� íàáëþäàë� � ìèëèöèîíåð� � ïðèìåð� 4.4. 

Òåîðåì� 2.1 äîêàçàí� � êíèã� Äæ. ôî� Íåéìàí� � Î. Ìîðãåíøòåð
í� [72]. Òåîðåì� 2.2 ïîëó÷åí� Ì. Øèôìàíî� [104] � õîä� äîêàçàòåëüñòâ� 
òåîðåì� 2.3. Ïðèìå� 2.5 áû� ñîîáùå� àâòîð� Ñ.À. Àøìàíîâûì. Àíàëî
ãè÷íû� ïðèìå� ñì. � [6] (ñ.237). Òåîðåì� 2.3 äîêàçàí� Ñ. Êàêóòàí� [47] 
� èñïîëüçîâàíèå� îáîáùåíè� òåîðåì� Ë. Áðàóýð� � íåïîäâèæíî� òî÷êå. 
Îäíàê� îí� âûòåêàå� è� ïîëó÷åííîã� ÷åòûðüì� ãîäàì� ðàíüø� ñëåäóþ
ùåã� ðåçóëüòàò� [74]. 

Òåîðåì� (Äæ. ôî� Íåéìàí). Ïóñò� X ⊂ Em � Y ⊂ En − âû
ïóêëû� êîìïàêò� åâêëèäîâû� ïðîñòðàíñòâ, � êîìïàêò� U, V ⊂ X × Y 
óäîâëåòâîðÿþ� ñëåäóþùåì� óñëîâèþ: äë� ëþáû� x ∈ X � y ∈ Y ìíîæå
ñòâ� Y (x) = {y ∈ Y | (x, y) ∈ V } � X(y) = {x ∈ X | (x, y) ∈ U} ÿâëÿþòñ� 
íåïóñòûì� âûïóêëûì� êîìïàêòàìè. Òîãä� U ∩ V 6= ∅. 

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãà� � óñëîâèÿ� òåîðåì� 2.3 

X(y) = Arg max F (x, y), U = {(x, y) ∈ X × Y x ∈ X(y)}, 
x∈X 

| 

Y (x) = Arg min F (x, y), V = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ Y (x)}, 
y∈Y 

ïîëó÷èì, ÷ò� ñóùåñòâóå� ïàð� (x0, y0) ∈ U ∩ V − ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíê
öè� F (x, y). Ïîýòîì� òåîðåì� 2.3 îáû÷í� ñâÿçûâàþ� � èìåíå� Äæ. ôî� 
Íåéìàíà. 
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Äîêàçàòåëüñòâ� Ñ. Êàêóòàí� � Ì. Øèôìàí� òåîðåì� 2.3 ìîæí� ïðî
÷åñò� � êíèã� Ñ. Êàðëèí� [48]. 

� 3. � òåîðèå� èíòåãðàë� Ñòèëòüåñ� ìîæí� îçíàêîìèòüñ� ï� ó÷åáíèê� 
À.Í. Êîëìîãîðîâ� � Ñ.Â. Ôîìèí� [50]. Îñíîâíà� òåîðåì� ìàòðè÷íû� èã� 
(òåîðåì� 3.1) áûë� äîêàçàí� Äæ.ôî� Íåéìàíî� � 1928 ãîä� [73] ìåòîäî� 
ìàòåìàòè÷åñêî� èíäóêöè� ï� ðàçìåðà� ìàòðèö� èãðû. Ðàíå� Ý. Áîðåë� 
[15] ïðîäåìîíñòðèðîâà� å� ñïðàâåäëèâîñò� äë� êîñîñèììåòðè÷åñêî� 3×3
ìàòðèöû. Ïðèâåäåííî� äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� 3.1 ïðèíàäëåæè� Ñ. Êà
êóòàí� [47]. Òåîðåì� 3.2 îáúåäèíÿå� äâ� òåîðåì� Ý. Õåëë� ([50]). Îñíîâ
íà� òåîðåì� íåïðåðûâíû� èã� (òåîðåì� 3.3) áûë� äîêàçàí� Æ. Âèëëå� 
[30]. 

� 4. Ñâîéñòâ� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� ìàòðè÷íû� � íåïðå
ðûâíû� èã� èçëàãàþòñ� � áîëüøèíñòâ� êíè� ï� òåîðè� èã� (ñì., íàïðè
ìåð, [45, 63]). Ïðèìå� 4.2 ïðèíàäëåæè� Ý. Áîðåë� [16]. Î� òàêæ� ðàñ
ñìàòðèâà� äèñêðåòíû� âàðèàí� èãð� � A = 7, êîòîðîì� äà� ñëåäóþùó� 
èíòåðïðåòàöèþ. Èãðîê� íàáèðàþ� ï� ñåì� êàðò. Êàæäà� êàðò� ìîæå� 
áûò� îäíî� è� òðå� ìàñòå� (ñîäåðæàùè� ï� 14 êàðò): òðåôû, áóáí� èë� 
÷åðâû. Ïåðâû� èãðî� ïîáåæäàåò, åñë� � êàæäî� è� êàêèõ-ëèá� äâó� ìà
ñòå� î� èìåå� áîëüø� êàðò, ÷å� ïðîòèâíèê. � äðóãè� ðåøåíèÿ� ýòî� èãð� 
ñì. [78]. 

Âûðàâíèâàþùè� ñòðàòåãè� âïåðâû� èñïîëüçîâà� Ý. Áîðåë� [15] äë� 
äîêàçàòåëüñòâ� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� � 
êîñîñèììåòðè÷åñêî� 3×3-ìàòðèöåé. Èãð� � äèàãîíàëüíûì� � öèêëè÷å
ñêèì� ìàòðèöàìè, � òàêæ� íåêîòîðû� è� îáîáùåíè� ñì. � [48]. 

� 5. Ïîíÿòè� äîìèíèðîâàíè� ñòðî� � ñòîëáöî� � ìàòðè÷íû� èãðà� 
èñïîëüçîâàëèñ� ìíîãèì� àâòîðàìè. � ôîðì� òåîðå� îíè, ïî-âèäèìîìó, 
âïåðâû� áûë� ñôîðìóëèðîâàí� Ì. Äðåøåðî� � 1951 ãîä� � îò÷åò� êîð
ïîðàöè� ÐÝÍ� (ñì. åã� êíèã� [45]). Ãðàôè÷åñêè� ìåòî� ðåøåíè� èã� � 
2 × 2-ìàòðèöàì� èñïîëüçîâà� åù� Ý. Áîðåëü. Áîëå� îáùè� ìåòî� "äâîé
íîã� îïèñàíèÿ"ñì. � ðàáîò� [70]. Ýêâèâàëåíòíîñò� ðåøåíè� ìàòðè÷íî� 
èãð� çàäà÷� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíè� áûë� ïðîäåìîíñòðèðîâàí� Ã. 
Äàíöèãî� [43]. Òåîðåì� 5.2 � êðàéíè� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòå
ãèÿ� äîêàçàí� Ë.Ñ. Øåïë� � Ð. Ñíî� [101]. 

Èòåðàöèîííû� ìåòî� ðåøåíè� ìàòðè÷íî� èãð� áû� ñôîðìóëèðîâà� 
Ã. Áðàóíî� � [17]. Ñõîäèìîñò� ïðîöåññ� Áðàóí� äîêàçàí� Äæóëèå� Ðî
áèíñî� [84]. Îí� èñïîëüçîâàë� áîëå� îáùè� èòåðàöèîííû� ïðîöåñ� � íåíó
ëåâûì� íà÷àëüíûì� âåêòîðàì� c(0) � d(0), íàçûâàåìû� � ëèòåðàòóð� 
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ïðîöåññî� Áðàóíà-Ðîáèíñîí. Îöåíê� ñêîðîñò� ñõîäèìîñò� O(k− m+n−2 ) 
áûë� ïîëó÷åí� Ã.Í. Øàïèð� � [100]. Ìîäèôèêàöè� óñëîâè� îñòàíîâê� 
ï� ìåòîä� Áðàóí� áûë� ïðåäëîæåí� Þ.Á. Ãåðìåéåðî� � [36]. � äðóãè� 
èãðîâû� ïðîöåññà� òèï� Áðàóíà-Ðîáèíñî� ñì. [8]. 

� 6. Òåîðåì� 6.1 � ïåðåñå÷åíè� âûïóêëû� êîìïàêòî� åâêëèäîâ� ïðî
ñòðàíñòâ� áûë� îòêðûò� Ý. Õåëë� � 1913 ãîä� � ñîîáùåí� È. Ðàäîíó, 
îïóáëèêîâàâøåì� å� äîêàçàòåëüñòâ� � [83] êà� ñëåäñòâè� ñîáñòâåííû� ðå
çóëüòàòîâ. Ãåîìåòðè÷åñêî� (� áîëå� íàãëÿäíîå) äîêàçàòåëüñòâ� ìåòîäî� 
ìàòåìàòè÷åñêî� èíäóêöè� ï� ðàçìåðíîñò� ïðîñòðàíñòâ� áûë� îïóáëèêî
âàí� Ý. Õåëë� � [94]. Ìíîãî÷èñëåííû� îáîáùåíè� � ïðèëîæåíè� òåîðåì� 
Õåëë� ñì. � [42]. 

Ñòðóêòóð� ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èã� � âîãíóòûì� � âû
ïóêëûì� âûèãðûøàì� óñòàíîâëåí� Õ.Ô. Áîíåíáëàñòîì, Ñ. Êàðëèíî� � 
Ë.Ñ. Øåïë� � [12]. Ïðèâîäèìû� çäåñ� êîíñòðóêòèâíû� äîêàçàòåëüñòâ� 
òåîðå� 6.2 � 6.3 ïðèíàäëåæà� Ý.Ã. Äàâûäîâ� [41], êîòîðû� îïèðàëñ� í� 
ðåçóëüòà� 1938 ãîä� Ë.Ã. Øíèðåëüìàí� [106], ïðèäà� åì� ñîâðåìåííû� 
âè� � . 

Îñíîâ� òåîðè� ñòàòèñòè÷åñêè� ðåøåíè� áûë� çàëîæåí� À. Âàëüäî� 
[21] (ñì. òàêæ� [11, 20]), ãäå, � ÷àñòíîñòè, ââåäåí� ôóíêöè� ðèñêà. � 
ïðèëîæåíèÿì� òåîðè� ñòàòèñòè÷åñêè� èã� ìîæí� îçíàêîìèòüñ� � [40]. 
Ìèíèìàêñíà� îöåíê� ïàðàìåòð� áèíîìèàëüíîã� ðàñïðåäåëåíè� ïîëó÷å
í� Äæ. Õîäæåñî� � Å. Ëåìàíî� [96], � àíàëîãè÷íà� îöåíê� ìàòåìàòè
÷åñêîã� îæèäàíè� íîðìàëüíîã� ðàñïðåäåëåíè� ïð� èçâåñòíî� äèñïåðñè� 
ïîëó÷åí� È. Âîëüôîâèöå� [33]. 

� 7. Ìîäåë� "íàïàäåíèå-îáîðîíà"îïðåäåëåí� � èçó÷åí� Þ.Á. Ãåðìåéå
ðî� [36]. Îí� ÿâëÿåòñ� ìîäèôèêàöèå� ìîäåë� Î. Ãðîññà, � êîòîðî� ôóíê

n

öè� âûèãðûø� íàïàäåíè� èìåå� âè� F (x, y) = ki max[xi − yi, 0], � ki 
i=1 

èíòåðïðåòèðóþòñ� êà� êîýôôèöèåíò� âàæíîñò� ïóíêòîâ. Â.À. Ãîðåëè� 
ïðåäëîæè� ñõîäíó� èãðîâó� ìîäåë� ïðîèçâîäñòâ� áåíçèí� [39]. 

Ïðèâîäèìû� çäåñ� øóìíà� � áåñøóìíà� ìîäåë� äóýëå� èññëåäîâàí� 
Þ.Á. Ãåðìåéåðî� [36]. � êëàññè÷åñêè� ìîäåëÿ� [48] F (x, y) ïîëó÷àåòñ� 
îñðåäíåíèå� ôóíêöèè, ïðèíèìàþùå� çíà÷åíè� 1, åñë� óáè� âòîðî� äó
ýëÿíò, � ïåðâû� îñòàëñ� æèâ, çíà÷åíè� −1, åñë� óáè� ïåðâû� äóýëÿíò, 
� âòîðî� îñòàëñ� æè� � çíà÷åíè� 0 � îñòàëüíû� ñëó÷àÿ� (îá� äóýëÿíò� 

1Øíèðåëüìà� äîêàçà� òåîðåì� 6.2 � òåðìèíà� âûïóêëû� ìíîæåñòâ, í� èñïîëüçó� 
ïîíÿòè� âîãíóòî� ôóíêöèè. 
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æèâ� èë� îá� óáèòû). Ìåòîä� ðåøåíè� èã� � âûáîðî� ìîìåíò� âðå
ìåí� (äóýëüíîã� òèïà), îñíîâàííû� í� èñïîëüçîâàíè� èíòåãðàëüíû� � 
äèôôåðåíöèàëüíû� óðàâíåíèé, ñì. � [9, 48]. 

� 8. Òåîðåì� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� ìíîãîøàãîâî� èãð� � ïîëíî� èí
ôîðìàöèå� � öåëü� ïðèìåíåíè� � øàõìàòíî� èãð� äîêàçàí� Ý.Öåðìåë� 
� 1912 ãîä� [97]. Îñíîâíû� ïîíÿòè� òåîðè� ïîçèöèîííû� èã� îïðåäåëåí� 
Äæ. ôî� Íåéìàíî� � Î. Ìîðãåíøòåðíî� � [72]. Ïîëíà� ôîðìàëèçàöè� 
ýòè� èã� ïðîâåäåí� Ã.Ó. Êóíî� [58]. Ïðèìå� 8.5 áû� ñîîáùå� àâòîð� 
Í.Ì. Íîâèêîâîé. Ïðèìå� 8.6 ïðîñòåéøå� ìîäåë� ïîêåð� ïðèíàäëåæè� 
Ý. Áîðåë� [16]. 
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��9. Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èãðà� äâó� ëè� 

Ïîíÿòè� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� ìîæí� çíà÷èòåëüí� ðàñøèðèòü. � 
èãð� äâó� ëè� èíòåðåñ� èãðîêî� íåîáÿçàòåëüí� áûâàþ� ïðîòèâîïîëîæ
íûìè. Ðàññìàòðèâàþ� � èãð� ìíîãè� ëèö. È� ïîñâÿùåí� òðåòü� ãëàâà. 

Îïðåäåëè� èãð� äâó� ëèö. Ïóñò� ïåðâû� èãðî� èìåå� � ñâîå� ðàñ
ïîðÿæåíè� ñòðàòåãè� x è� ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� X, � âòîðî� èãðî� −
ñòðàòåãè� y è� ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� Y. Áóäå� ðàññìàòðèâàò� èãð� � íîð
ìàëüíî� ôîðìå. Ýò� îçíà÷àåò, ÷ò� êàæäû� è� èãðîêî� âûáèðàå� ñòðà
òåãèþ, í� çíà� âûáîð� ïàðòíåðà. Ïàð� ñòðàòåãè� (x, y) áóäå� íàçûâàò� 
ñèòóàöèåé. � ïåðâîã� èãðîê� èìååòñ� ôóíêöè� âûèãðûø� F (x, y), à � 
âòîðîã� − ôóíêöè� âûèãðûø� G(x, y), îïðåäåëåííû� í� ìíîæåñòâ� âñå� 
ñèòóàöè� X × Y. Êàæäû� èãðî� ñòðåìèòñÿ, ï� âîçìîæíîñòè, ìàêñèìè
çèðîâàò� ñâî� ôóíêöè� âûèãðûøà. Òàêè� îáðàçîì, èãð� äâó� ëè� � 
íîðìàëüíî� ôîðì� çàäàåòñ� íàáîðî� Γ = X, Y, F (x, y), G(x, y) . 

� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� ïîíÿòè� ðåøåíè� ì� ñâÿçûâàë� � ñåäëîâî� 
òî÷êî� ôóíêöè� âûèãðûø� ïåðâîã� èãðîêà. � ïðîèçâîëüíî� èãð� äâó� 
ëè� àíàëîãî� ñåäëîâî� òî÷ê� ÿâëÿåòñ� ïîíÿòè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöè� (x0, y0) íàçûâàåòñ� ñèòóàöèå� ðàâíîâåñè� (ðàâ
íîâåñèå� ï� Íýøó) èãð� Γ, åñë� 

max F (x, y 0) = F (x 0 , y 0), max G(x 0 , y) = G(x 0 , y 0). 
x∈X y∈Y 

Ñòðàòåãè� x0 � y0 , ñîñòàâëÿþùè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, áóäå� íàçûâàò� 
ðàâíîâåñíûìè. Åñë� îá� èãðîê� ïðèäåðæèâàþòñ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, 
ò� îäíîì� èãðîê� î� íå� íåâûãîäí� îòêëîíÿòüñÿ. 

Óïðàæíåíè� 9.1. Åñë� F (x, y) ≡ −G(x, y), ò� èãð� Γ − àíòàãîíèñòè
÷åñêàÿ. Äîêàæèòå, ÷ò� � àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� −
ýò� ñåäëîâû� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y) í� X × Y. 

Îáñóäèì, êà� ìîæí� èñïîëüçîâàò� ïîíÿòè� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � òî÷
ê� çðåíè� ïðèíÿòè� ðåøåíèé. � òåîðè� èãð, êà� � â� ìíîãè� äðóãè� 
òåîðèÿõ, ìîæí� âûäåëèò� äâ� ïîäõîäà: íîðìàòèâíû� � ïîçèòèâíûé. 
Íîðìàòèâíû� ïîäõî� ñîñòîè� � òîì, ÷ò� òåîðè� äàå� ðåêîìåíäàöèè, êà� 
ñëåäóå� äåéñòâîâàò� � òî� èë� èíî� êîíôëèêòíî� ñèòóàöèè. � ïð� ïîçè
òèâíî� ïîäõîä� òåîðè� ïûòàåòñ� îïèñàòü, êà� í� ñàìî� äåë� ïðîèñõîäè� 
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âçàèìîäåéñòâè� ìåæä� èãðîêàìè. Èçíà÷àëüí� òåîðè� èã� ðàçâèâàëàñ� 
êà� íîðìàòèâíàÿ. � ñåé÷à� ì� îáñóäè� ïîíÿòè� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� 
èìåíí� � òàêî� òî÷ê� çðåíèÿ. � ýòî� ñëó÷à� ïðàâèë� ïðèíÿòè� ðåøåíè� 
ìîæí� ñôîðìóëèðîâàò� ñëåäóþùè� îáðàçîì: � êîíôëèêòíî� ñèòóàöèè, 
îïèñûâàåìî� èãðî� � íîðìàëüíî� ôîðìå, êàæäîì� ó÷àñòíèê� ñëåäóå� 
èñïîëüçîâàò� ñòðàòåãèþ, êîòîðà� âõîäè� � ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. Ïîçè
òèâíû� ïîäõî� îáñóæäàåòñ� � êîíö� � 10. 

Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ïðîèçâîëüíî� èãð� äâó� ëè� ìîæå� í� îáëà
äàò� òåì� ñâîéñòâàìè, êîòîðû� õàðàêòåðí� äë� ñåäëîâî� òî÷ê� àíòàãî
íèñòè÷åñêî� èãðû. 

� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãðå, èìåþùå� ðåøåíèå, êîìïîíåíò� ñåäëîâî� 
òî÷ê� ÿâëÿþòñ� ìàêñèìèííî� � ìèíèìàêñíî� ñòðàòåãèÿì� èãðîêî� è, 
íàîáîðîò, ëþáà� ïàð� òàêè� ñòðàòåãè� îáðàçóå� ñåäëîâó� òî÷êó. Òàêè� 
îáðàçîì, � àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� ïðèíöè� ðàâíîâåñè� ñîãëàñóåòñ� � 
ïðèíöèïî� îïòèìèçàöè� èãðîêàì� ñâîè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòàòîâ. 
Êðîì� òîãî, â� âñå� ñåäëîâû� òî÷êà� âûèãðû� ïåðâîã� èãðîê� îäè� � 
òî� æ� � ðàâå� çíà÷åíè� èãðû. � ñîæàëåíèþ, � îáùå� ñëó÷à� ñèòóàöè� 
ðàâíîâåñè� í� îáëàäàþ� óêàçàííûì� ñâîéñòâàìè. Óáåäèìñ� � ýòî� í� 
ïðèìåðàõ. Ïðåäâàðèòåëüí� ââåäå� ïîíÿòè� áèìàòðè÷íî� èãðû. 

Îïðåäåëåíèå. Èãð� äâó� ëè� Γ íàçûâàåòñ� áèìàòðè÷íîé, åñë� ìíîæå
ñòâ� ñòðàòåãè� èãðîêî� êîíå÷íû: 

X = {1, ..., m}, Y = {1, ..., n}. 
Çäåñ� i ∈ X, j ∈ Y − ñòðàòåãè� ïåðâîã� � âòîðîã� èãðîêîâ. Âûèãðûø� 
èãðîêî� çàäàþòñ� äâóì� ìàòðèöàì� 

A = (F (i, j))m×n = (aij)m×n, B = (G(i, j))m×n = (bij)m×n. 

Çàïèøå� îïðåäåëåíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � îáîçíà÷åíèÿ� áèìàò
ðè÷íî� èãðû. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöè� (i0, j0) áèìàòðè÷íî� èãð� Γ íàçûâàåòñ� ñèòó
àöèå� ðàâíîâåñè� (ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó), åñë� 

aij0 ≤ ai0j0 , i = 1, ..., m, bi0j ≤ bi0j0 , j = 1, ..., n. 

Âñåãä� ë� � èãð� äâó� ëè� ñóùåñòâóå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ? � îáùå� 
ñëó÷à� îòâå� − îòðèöàòåëüíûé, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, � àíòàãîíèñòè÷å
ñêî� èãð� í� âñåãä� ñóùåñòâóå� ñåäëîâà� òî÷êà. 

Ïðèâåäå� ïðèìå� íåàíòàãîíèñòè÷åñêî� èãðû, í� èìåþùå� ñèòóàöè� 
ðàâíîâåñèÿ. 
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Ïðèìå� 9.1. Ïîêóïàòåë� (èãðî� 2) ïðèõîäè� í� ðûíî� ç� ÿáëîêàìè. 
Ïðîäàâåö, òîðãóþùè� ÿáëîêàì� (èãðî� 1), èñïîëüçóå� ïðóæèííû� âåñû. 
� íåã� åñò� äâ� ñòðàòåãèè: 

1) ÷åñòí� âçâåñèò� 1 ê� ÿáëîê; 
2) ïîäêðóòèò� ïðóæèíê� � îáâåñèò� ïîêóïàòåë� í� 200 ãðàìì. 

Íàçîâå� ýò� ñòðàòåãè� "÷åñòíîñòü"� "îáìàí"ñîîòâåòñòâåííî. 
Ïîêóïàòåë� òàêæ� èìåå� äâ� ñòðàòåãèè: 
1) ïîâåðè� ïðîäàâöó, çàïëàòèò� äåíüã� � óéòè; 
2) âçâåñèò� êóïëåííû� ÿáëîê� í� êîíòðîëüíû� âåñà� � � ñëó÷à� îá

íàðóæåíè� îáìàí� çâàò� êîãî-ò� � äîêàçûâàòü, ÷ò� åã� îáâåñèëè. 
Íàçîâå� ýò� ñòðàòåãè� "ïîâåðèòü"� "ïðîâåðèòü"ñîîòâåòñòâåííî. 

Îïðåäåëè� âûèãðûø� ïðîäàâö� � ïîêóïàòåë� � êàæäî� ñèòóàöèè: 
à) Ïðîäàâå� ÷åñòí� âçâåñèë, � ïîêóïàòåë� åì� ïîâåðèë. Ñîîòâåòñòâó

þùè� âûèãðûø� îáîèõ, ðàâíû� 0, âûáåðå� � êà÷åñòâ� íà÷àë� îòñ÷åòà. 
á) Ïðîäàâå� îáìàíóë, � ïîêóïàòåë� åì� ïîâåðèë. Âûèãðû� ïðîäàâö� 

ðàâå� 1, òà� êà� î� ïîëó÷è� äîïîëíèòåëüíó� ïðèáûëü. Âûèãðû� ïîêó
ïàòåë� ðàâå� −1, ïîñêîëüê� î� ïîëó÷è� ìåíüø� ÿáëîê. 

â) Ïðîäàâå� ÷åñòí� âçâåñèë, � ïîêóïàòåë� åã� ïðîâåðèë. Âûèãðû� 
ïðîäàâö� ðàâå� 0. Âûèãðû� ïîêóïàòåë� ðàâå� −1/2: îí, âî-ïåðâûõ, çð� 
ïîòðàòè� âðåìÿ, à, âî-âòîðûõ, ãëóï� ñåá� ÷óâñòâóåò. 

ã) Ïðîäàâå� îáìàíóë, � ïîêóïàòåë� åã� ïðîâåðèë. Âûèãðû� ïðîäàâ
ö� ðàâå� −1, òà� êà� îáíàðóæåíè� îáìàí� ãðîçè� åì� îïðåäåëåííûì� 
íåïðèÿòíîñòÿì� (íàïðèìåð, åã� ìîãó� ëèøèò� ëèöåíçè� í� òîðãîâë� í� 
ýòî� ðûíêå). Âûèãðû� ïîêóïàòåë� ðàâå� 1/2, òà� êàê, âî-ïåðâûõ, åì� 
âîçìåñòèë� îáâåñ, à, âî-âòîðûõ, î� èñïûòûâàå� ìîðàëüíî� óäîâëåòâîðå
íè� î� ðàçîáëà÷åíè� îáìàíùèêà. 

Ïîëó÷àåòñ� ñëåäóþùà� áèìàòðè÷íà� èãðà: 

ïî� ïðî� ïî� ïðî� 
÷åñò� 0 0 ÷åñò� 0 −1/2 

A = , B = .
îáìà� 1 −1 îáìà� −1 1/2 

Ëåãê� ïðîâåðèòü, ÷ò� çäåñ� íå� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 
� ïðèâåäåííî� ïðèìåð� ýëåìåíò� ìàòðè� A � B óäîâëåòâîðÿþ� ñëå

äóþùè� íåðàâåíñòâàì: ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ 
a11 a12 b11 > b12 ⎝ ∧ 
a21 

∨ 
a22 

 , ⎝ 
b21 < b22 

 . 
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Óïðàæíåíè� 9.2. Ïðîâåðèòü, ÷ò� åñë� ýëåìåíò� � ìàòðèöà� âûèãðû
øå� èãðîêî� ñâÿçàí� òàêèì� ñîîòíîøåíèÿìè, ò� � èãð� í� ñóùåñòâóå� 
ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Èãðû, ïîäîáíû� ïðèìåð� 9.1, ðàñïðîñòðàíåí� � ìîäåëÿõ, îïèñûâàþ
ùè� ýêîíîìè÷åñêè� � ýêîëîãè÷åñêè� âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàññìîòðè� ïðè
ìå� èãðû, èìåþùå� äâ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Ïðèìå� 9.2. Èãð� "ñåìåéíû� ñïîð": 

ô � ô � 
� 1 0 � 2 0 

A = , B = .
� 0 2 � 0 1 

Èíòåðïðåòàöèÿ. Æåí� � ìó� (ïåðâû� � âòîðî� èãðîêè) îáñóæäàþ� âî
ïðîñ, êóä� ïîéò� ðàçâëå÷üñÿ: í� ôóòáî� (ñòðàòåãè� 1 ) èë� � òåàò� (ñòðà
òåãè� 2). Åñë� èäó� í� ôóòáîë, ò� æåí� ïîëó÷àå� 1 åäèíèöó, � ìó� −
2 åäèíèö� "óäîâîëüñòâèÿ."Åñë� èäó� � òåàòð, ò� âûèãðû� æåí� − 2, 
� ìóæ� − 1. Åñë� îá� èäó� � ðàçíû� ìåñòà, ò� âûèãðûø� èãðîêî� −
íóëåâûå. 

� èãð� ñóùåñòâóå� äâ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ: (1,1) � (2,2). Ïåðâà� è� 
íè� ïðåäïî÷òèòåëüíå� âòîðîì� èãðîêó, � âòîðà� − ïåðâîìó. Åñë� èãðîê� 
áóäó� äåéñòâîâàò� íåçàâèñèìî, ò� ïåðâû� âûáåðå� ñòðàòåãè� 2, � âòîðî� 
− ñòðàòåãè� 1. � ðåçóëüòàò� îá� ïîëó÷à� ï� íóëþ. Ïðèìå� 9.2 ïîêàçûâà
åò, ÷ò� íåîáõîäè� êàêîé-ò� ìåõàíèç� êîîðäèíàöè� ïð� âûáîð� ñòðàòåãèè, 
åñë� ñóùåñòâóå� íåñêîëüê� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. Ïîýòîì� èãðû, ïîäîáíû� 
ïðèìåð� 9.2, íàçûâàþ� òàêæ� "èãðàì� í� êîîðäèíàöèþ". 

Èñïîëüçîâàíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� í� ïðàêòèê� ÷àñò� ñâÿçûâàåòñ� 
ñ� ñëåäóþùè� ñöåíàðèå� ïîâåäåíè� èãðîêîâ. Îí� ñíà÷àë� äîëæí� äîãî
âîðèòüñ� � ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, çàòå� âñÿêè� ïåðåãîâîð� çàïðåùàþòñ� 
� èãðîê� íåçàâèñèì� âûáèðàþ� ñâî� ñòðàòåãèè, âîçìîæí� íàðóøà� ïðè
íÿòî� ñîãëàøåíèå. Çàìåòèì, ÷ò� îäíîì� èãðîê� áóäå� íåâûãîäí� îòêëî
íÿòüñ� î� ñâîå� ðàâíîâåñíî� ñòðàòåãèè. Åñë� èãðîê� ïðèäåðæèâàþòñ� � 
èãð� òàêîã� ñöåíàðè� ïîâåäåíèÿ, ò� èãð� Γ íàçûâàåòñ� áåñêîàëèöèîííîé. 

Ïðèâåäå� åù� îäè� ïðèìå� "èãð� í� êîîðäèíàöèþ". 

Ïðèìå� 9.3. Èãðîêàì� ÿâëÿþòñ� äâ� âîäèòåëÿ, êîòîðû� íàä� ïðî
åõàò� ÷åðå� ïåðåêðåñòîê, � êîòîðîì� îí� ïîäúåõàë� îäíîâðåìåííî. Åñò� 
äâ� ñòðàòåãè� ïåðåñå÷åíè� ïåðåêðåñòêà: èñïîëüçîâàò� "ïðàâèë� ïðàâî� 
ðóêè", ñîãëàñí� êîòîðîì� âîäèòåë� äîëæå� ïðîïóñòèò� ïîìåõ� ñïðàâ� 
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(ñòðàòåãè� 1), èë� "ïðàâèë� ëåâî� ðóêè", ñîãëàñí� êîòîðîì� âîäèòåë� 
äîëæå� ïðîïóñòèò� ïîìåõ� ñëåâ� (ñòðàòåãè� 2). Åñë� îá� âîäèòåë� ïðè
äåðæèâàþòñ� îäíîã� ïðàâèëà, ò� îí� óñïåøí� ðàçúåäóòñÿ, í� åñë� îäè� 
è� íè� èñïîëüçóå� "ïðàâèë� ïðàâî� ðóêè", � äðóãî� "ïðàâèë� ëåâî� ðó
êè", ò� ìîæå� âîçíèêíóò� àâàðèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äë� áëàãîïðèÿòíîã� 
èñõîä� � òàêè� èãðà� � âñå� èãðîêî� äîëæå� áûò� îäèíàêîâû� ïîäõî� � 
âûáîð� ïðàâè� ïîâåäåíèÿ. 

Óïðàæíåíè� 9.3. Îáúÿñíèò� (ñì. ðèñ. 9.1), ïî÷åì� âûèãðûø� èãðîêî� 
� ïîñëåäíå� ïðèìåð� ìîæí� çàäàò� ñëåäóþùèì� ìàòðèöàìè: 

ïð.� ëåâ.�	 ïð.� ëåâ.� 
ïð.� 1 −10 ïð.� 0 −10 

A =	 , B = .
ëåâ.� −1 0 ëåâ.� −1 1 

2 � 

1 

Ðèñ. 9.1 

Ðàññìîòðåííû� � ïðèìåðà� 9.2 � 9.3 èãð� õàðàêòåðèçóþòñ� ñëåäóþ
ùèì� ñîîòíîøåíèÿì� ýëåìåíòî� ìàòðè� âûèãðûøà: ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ 

a11 a12 b11 > b12 ⎝ ∨ 
a21 

∧ 
a22 

 , ⎝ 
b21 < b22 

 . 

Óïðàæíåíè� 9.4. Ïðîâåðèòü, ÷ò� ïð� âûïîëíåíè� òàêè� ñîîòíîøåíè� 
� èãð� âñåãä� ñóùåñòâóå� äâ� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Ïðèâåäå� ïðèìåð, êîòîðû� ïîêàçûâàåò, ÷ò� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� ìî
æå� áûò� íåýôôåêòèâíû� � òî÷ê� çðåíè� èíòåðåñî� èãðîêîâ. 

Ïðèìå� 9.4. Èãð� "äèëåìì� çàêëþ÷åííîãî": 

ï�	 íå� ï� íå� 

A =	
ï� −8 0 

, B = 
ï� −8 −10 

.
íå� −10 −1 íå� 0 −1 
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Èíòåðïðåòàöèÿ. Äâ� áàíäèò� (èãðîê� 1 � 2), ïîäîçðåâàåìû� � ñîâåð
øåíè� òÿæêîã� ïðåñòóïëåíèÿ, íàõîäÿòñ� èçîëèðîâàíí� äðó� î� äðóã� � 
ïðåäâàðèòåëüíî� çàêëþ÷åíèè. Ââèä� îòñóòñòâè� ïðÿìû� óëè� óñïå� èë� 
íåóñïå� îáâèíåíè� çàâèñè� î� ïðèçíàíè� (ñòðàòåãè� 1) èë� íåïðèçíàíè� 
(ñòðàòåãè� 2) ñàìè� áàíäèòîâ. Åñë� îá� áàíäèò� ïðèçíàþòñ� (ñèòóàöè� 
(1,1)), ò� îí� áóäó� ïðèçíàí� âèíîâíûì� � ïðèãîâîðåí� � 8 ãîäà� òþðü
ìû. Åñë� í� îäè� è� íè� í� ïðèçíàåòñ� (ñèòóàöè� (2,2)), ò� ï� îáâèíåíè� 
� ãëàâíî� ïðåñòóïëåíè� îí� áóäó� îïðàâäàíû, í� îáâèíèòåë� âñå-òàê� 
óäàñòñ� äîêàçàò� è� âèíîâíîñò� � íåêîòîðî� ñîïóòñòâóþùå� ìåíå� òÿæ
êî� ïðåñòóïëåíèè, íàïðèìåð, � íîøåíè� îðóæèÿ, � ðåçóëüòàò� ÷åã� îí� 
áóäó� ïðèãîâîðåí� � 1 ãîä� òþðüìû. Åñëè, íàêîíåö, ïðèçíàåòñ� òîëüê� 
îäè� è� íè� (ñèòóàöè� (2,1) � (1,2)), ò� ïðèçíàâøèéñ� áóäå� îñâîáîæäå� 
(ç� ïîìîù� ñëåäñòâèþ), � íåïðèçíàâøèéñ� áóäå� ïðèãîâîðå� � îòáûòè� 
ìàêñèìàëüíîã� ñðîê� − 10 ëåò. 

� ýòî� èãð� èìååòñ� åäèíñòâåííà� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (1,1): îáîè� 
ïðèçíàòüñÿ. Îäíàê� åñò� ñèòóàöè� (2,2), áîëå� âûãîäíà� îáîè� èãðîêàì, 
í� í� ÿâëÿþùàÿñ� ñèòóàöèå� ðàâíîâåñèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåñè� ï� 
Íýø� ìîãó� áûò� íåýôôåêòèâí� � òî� ñìûñëå, ÷ò� ç� ñ÷å� îòêëîíåíè� 
îáîè� èãðîêî� î� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� ìîæí� óëó÷øèò� âûèãðûø� êàæ
äîã� è� íèõ. 

Îïèñàííà� � ïðèìåð� 9.4 èãð� èìåå� ñëåäóþùó� ñòðóêòóðó: ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ 
a11 a12 b11 > b12 ⎝ ∨ 
a21 

∨ 
a22 

⎠ , ⎝ 
b21 > b22 

⎠ . 

Óïðàæíåíè� 9.5. Ïðîâåðèòü, ÷ò� ïð� âûïîëíåíè� òàêè� ñîîòíîøåíè� 
� èãð� âñåãä� ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

� ñâÿç� � ïîñëåäíè� ïðèìåðî� äàäè� îïðåäåëåíè� ñèòóàöèè, îïòè
ìàëüíî� ï� Ïàðåòî. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöè� (x0, y0) èãð� Γ íàçûâàåòñ� îïòèìàëüíî� ï� 
Ïàðåòî, åñë� í� ñóùåñòâóå� òàêî� ñèòóàöè� (x, y) ÷ò� âûïîëíåí� íåðà
âåíñòâ� 

F (x, y) ≥ F (x 0 , y 0), G(x, y) ≥ G(x 0 , y 0) 

� ïð� ýòî� õîò� á� îäí� è� íè� − ñòðîãîå. 
� ïðèìåð� 9.4 � ñèòóàöè� (2,2) îá� èãðîê� ïîëó÷àþ� ï� −1, ÷ò� áîëü

øå, ÷å� è� âûèãðû� −8 � ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (1,1). Ñëåäîâàòåëüíî, 
ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� í� ÿâëÿåòñ� îïòèìàëüíî� ï� Ïàðåòî. 
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Óïðàæíåíè� 9.6. Äîêàæèòå, ÷ò� � àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� ëþáà� ñè
òóàöè� îïòèìàëüí� ï� Ïàðåòî. 

Ñëåäóþùè� ïðèìå� ïîêàçûâàåò, ÷ò� í� âñåãä� ðàâíîâåñíû� ñòðàòåãè� 
ÿâëÿþòñ� ìàêñèìèííûìè. 

Ïðèìå� 9.5. Ïóñò� � � � � 
A = 

2 
2 

0 
2 

5 
3 

, B = 
2 
0 

2 
7 

1 
8 

. 

Çäåñ� (1,1) − åäèíñòâåííà� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, í� ñòðàòåãè� 1 ïåðâîã� 
èãðîê� í� ÿâëÿåòñ� ìàêñèìèííîé. Äåéñòâèòåëüíî, 

W (1) = min a1j = 0, W (2) = min a2j = 2. 
1≤j≤3 1≤j≤3 

Ñòðàòåãè� 1 âòîðîã� èãðîê� òàêæ� í� ÿâëÿåòñ� ìàêñèìèííîé. Åñë� èã
ðî� íåáëàãîæåëàòåëüí� íàñòðîå� ï� îòíîøåíè� � ïàðòíåðó, ò� î� ìîæå� 
íàðóøèò� ñîãëàøåíè� � âìåñò� ðàâíîâåñíî� ñòðàòåãè� âûáðàò� ìàêñè
ìèííóþ. � ðåçóëüòàò� î� ïîëó÷è� òî� æ� âûèãðû� 2, ÷ò� � � ñèòóàöè� 
ðàâíîâåñèÿ, � ïàðòíå� ïîëó÷è� 0. 

Ì� îòìåòèë� òð� íåäîñòàòê� ïîíÿòè� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó: 
1) ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � èãð� ìîæå� í� ñóùåñòâîâàòü; 
2) ðàâíîâåñè� ï� Íýø� ìîæå� áûò� í� åäèíñòâåííî; 
3) ðàâíîâåñè� ï� Íýø� ìîæå� áûò� íåýôôåêòèâíî. 
Íî, íåñìîòð� í� ýò� íåäîñòàòêè, óêàçàííî� ïîíÿòè� èãðàå� öåíòðàëü

íó� ðîë� � òåîðè� ïðèíÿòè� ðåøåíè� � êîíôëèêòíû� ñèòóàöèÿõ. 
Ïðèâåäå� òåîðåì� ñóùåñòâîâàíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èãð� äâó� 

ëèö, êîòîðà� ÿâëÿåòñ� îáîáùåíèå� òåîðåì� 2.3. Ïðåäâàðèòåëüí� ñôîð
ìóëèðóå� òîïîëîãè÷åñêó� òåîðåì� � íåïîäâèæíî� òî÷êå. 

Òåîðåì� 9.1 (Áðàóýð). Ïóñò� f : Z → Z − íåïðåðûâíî� îòîáðàæå
íè� � ñåá� âûïóêëîã� êîìïàêò� Z êîíå÷íîìåðíîã� åâêëèäîâ� ïðîñòðàí
ñòâà. Òîãä� � íåã� ñóùåñòâóå� íåïîäâèæíà� òî÷ê� z0 : f(z0) = z0 . 

Äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� ñì. � Ïðèëîæåíè� (Ï3,Ï4). 

Óïðàæíåíè� 9.7. Äîêàæèò� òåîðåì� äë� X = [0, 1]. 

Îòìåòèì, ÷ò� âñ� óñëîâè� òåîðåì� ñóùåñòâåííû. Íàïðèìåð, åñë� ìíî
æåñòâ� Z − íåâûïóêëîå, ò� óòâåðæäåíè� òåîðåì� ìîæå� áûò� íåâåðíûì. 
Äåéñòâèòåëüíî, åñë� Z − îêðóæíîñòü, � f − å� ïîâîðî� í� óãî� α < 2π, 
ò� f íåïîäâèæíî� òî÷ê� í� èìååò. 
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Óïðàæíåíè� 9.8. Ïîñòðîéò� êîíòðïðèìåð� � óòâåðæäåíè� òåîðåìû, 
åñë� 

1) Z = [0, ∞); 
2) Z = (0, 1]; 
3) Z = [0, 1], í� ôóíêöè� f ðàçðûâíà. 

Òåîðåì� 9.2. Ïóñò� � èãð� äâó� ëè� Γ ìíîæåñòâ� X � Y − âûïóêëû� 
êîìïàêò� åâêëèäîâû� ïðîñòðàíñò� Em � En . Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ôóíê
öè� F (x, y) � G(x, y) íåïðåðûâí� í� X ×Y, ôóíêöè� F (x, y) âîãíóò� ï� x 
ïð� ëþáî� ôèêñèðîâàííî� y, � ôóíêöè� G(x, y) âîãíóò� ï� y ïð� ëþáî� 
ôèêñèðîâàííî� x. Òîãä� � èãð� Γ ñóùåñòâóå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àë� ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ôóíêöè� F (x, y) � G(x, y) 
íåïðåðûâí� í� X × Y � ñòðîã� âîãíóò� ï� "ñâîèì"ïåðåìåííû� x � y ñî
îòâåòñòâåííî. Òîãä� äë� ëþáû� ñòðàòåãè� y � x ìíîæåñòâ� íàèëó÷øè� 
îòâåòî� èãðîêî� 

def def 
X(y) = Arg max F (x, y) = {x(y)}, Y (x) = Arg max G(x, y) = {y(x)}

x∈X y∈Y 

ñîäåðæà� ï� îäíîì� ýëåìåíò� x(y) � y(x). Ñîãëàñí� òåîðåì� 2.2, ôóíê
öè� x(y) � y(x) íåïðåðûâíû. Áóäå� íàçûâàò� è� ôóíêöèÿì� íàèëó÷øåã� 
îòâåò� ïåðâîã� � âòîðîã� èãðîêî� ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïîëîæè� Z = X × Y � ðàññìîòðè� îòîáðàæåíè� f : Z → Z, 
f(x, y) = (x(y), y(x)). Ï� òåîðåì� 9.1 îòîáðàæåíè� f èìåå� íåïîäâèæíó� 
òî÷ê� z0 = (x0, y0) : f(z0) = z0 èë� x(y0) = x0 , y(x0) = y0 . Ñëåäîâàòåëü
íî, (x0, y0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Òåïåð� ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ôóíêöè� F (x, y) � G(x, y) âîãíóò� ï� "ñâî
èì"ïåðåìåííû� x � y, í� íåîáÿçàòåëüí� ñòðîãî. Ïîëîæè� 

m m

Fε(x, y) = F (x, y) − ε xi 
2 , Gε(x, y) = G(x, y) − ε yj 

2 , 
i=1 j=1 

ãä� ε > 0. Ôóíêöè� Fε(x, y) � Gε(x, y) íåïðåðûâí� í� X × Y , Fε(x, y) 
ñòðîã� âîãíóò� ï� x, � Gε(x, y) ñòðîã� âîãíóò� ï� y. Ï� äîêàçàííîì� � èã
ð� Γε = X, Y, Fε(x, y), Gε(x, y) ñóùåñòâóå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (xε, yε). 
Ïóñò� {εh} − òàêà� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ÷èñåë, ÷ò� εh 0+ � ñîîòâåò→
ñòâóþùà� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� {(xεh , yεh )} ñõîäèòñ� 
� íåêîòîðî� ñèòóàöè� (x0, y0). Ï� îïðåäåëåíè� (xεh , yεh ) 

Fεh 
(x, y εh ) ≤ Fεh 

(x εh , y εh ) ∀ x ∈ X, 
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Gεh 
(x εh , y) ≤ Gεh 

(x εh , y εh ) ∀ y ∈ Y. 

Ïåðåõîä� � ýòè� íåðàâåíñòâà� ïð� ôèêñèðîâàííû� x � y � ïðåäåë� ïð� 
h →∞, ïîëó÷è� 

F (x, y 0) ≤ F (x 0 , y 0) ∀ x ∈ X, G(x 0 , y) ≤ G(x 0 , y 0) ∀ y ∈ Y, 

Ýò� îçíà÷àåò, ÷ò� (x0, y0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� èãð� Γ. 

Ðàññìîòðè� ìåòî� ïîèñê� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èñïîëüçîâàíèå� ìíî
æåñò� íàèëó÷øè� îòâåòî� X(y) = Arg max F (x, y) � Y (x) = Arg max G(x, y). 

x∈X y∈Y 
Î� ñîñòîè� � ðåøåíè� ñèñòåì� âêëþ÷åíè� 

x 0 ∈ X(y 0), y 0 ∈ Y (x 0). (9.1) 

� ñëó÷àå, êîãä� � èãðîêî� ñóùåñòâóþ� íåïðåðûâíû� ôóíêöè� íàèëó÷
øåã� îòâåò� x(y) � y(x) (ñì. ïåðâó� ÷àñò� äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� 9.2), 
ñèñòåì� âêëþ÷åíè� (9.1) ýêâèâàëåíòí� ñèñòåì� óðàâíåíè� 
x(y0) = x0, y(x0) = y0 . 

Ïðèìå� 9.6. Íàéäå� âñ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� èãð� Γ : ⎛ 
2 3 5 −1 

4 
7 5 4 7


A =

⎝
 4 −2 3 

1 

⎠
 , B =

⎝
 4 5 5 4 
−3 

8 
6 
7 

6 
3 

2 
6 

⎠
 .

2
 5 4

−1 2 5 3


� ìàòðèö� A ïîä÷åðêíóò� íàèáîëüøè� ýëåìåíò� � ñòîëáöàõ, � � ìàòðè
ö� B − íàèáîëüøè� ýëåìåíò� � ñòðîêàõ. Îáùè� ïîä÷åðêíóòû� ýëåìåí� 
ñîîòâåòñòâóå� (3,3) − åäèíñòâåííî� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Ïðèìå� 9.7. Ðàññìîòðè� èãð� äâó� ëè� 
Γ = X, Y, F (x, y), G(x, y) , ãä� X, Y � F (x, y), G(x, y) − ìíîæåñòâ� ñòðà
òåãè� � ôóíêöè� âûèãðûø� ïåðâîã� � âòîðîã� èãðîêîâ. Ïóñò� 

X = Y = [0, 1], F (x, y) = −3x 2 + 2y 2 + 7xy, G(x, y) = −(x + y − 1)2 . 

Ôóíêöè� F (x, y) � G(x, y) ñòðîã� âîãíóò� ï� ïåðåìåííû� x � y ñîîòâåò
ñòâåííî. Ôóíêöè� íàèëó÷øåã� îòâåò� − 

7y/6, 0 ≤ y ≤ 6/7, 
x(y) = 

1, 6/7 < y ≤ 1,
y(x) = 1 − x. 
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Ðåøà� ñèñòåì� x(y) = x, y(x) = y, íàõîäè� x0 = 7/13, y0 = 6/13. 

Äë� ÷èñëåííîã� ðåøåíè� ñèñòåì� âêëþ÷åíè� (9.1) ÷àñò� ïðèìåíÿ
åòñ� ïðîöåäóð� íàùóïûâàíè� ï� Êóðíî. Îí� çàêëþ÷àåòñ� � ïîñòðîåíè� 
ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ñòðàòåãèé: 

x1 ∈ X, y1 ∈ Y (x1), x2 ∈ X(y1), y2 ∈ Y (x2) � ò.ä. 

Ïóñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ñòðàòåãè� {xk}, {yk} ñõîäÿòñ� ñîîòâåò
ñòâåíí� � x0 � y0. Òîãä� (x0, y0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, ïîñêîëüê� äë� 
(x0, y0) ñïðàâåäëèâ� ñèñòåì� âêëþ÷åíè� (9.1) (ñì. äîêàçàòåëüñòâ� òåîðå
ì� 2.2). Îäíàê� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {xk}, {yk} ñõîäÿòñ� í� âñåãäà. 

Ïðèìå� 9.8. Ðàññìîòðè� àíòàãîíèñòè÷åñêó� èãð� 
Γ = X, Y, F (x, y) , � êîòîðî� 

X = Y = [−1, 1], F (x, y) = −x2 + 2axy + y2 , 

ãä� a ∈ (0, 1] − ïàðàìåòð. Ôóíêöè� F (x, y) ñòðîã� âîãíóò� ï� x, ñòðî
ã� âûïóêë� ï� y � èìåå� åäèíñòâåííó� ñåäëîâó� òî÷ê� (0, 0). Ôóíêöè� 
íàèëó÷øåã� îòâåò� èãðîêî� ðàâí� x(y) = ay, y(x) = −ax. Ïóñò� x1 = 06 . 
Òîãä� ïðîöåäóð� íàùóïûâàíè� ï� Êóðí� ïîðîæäàå� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� 

k 1 k 1{x = (−a)k−1x }, {y = (−a)kx }, ñõîäÿùèåñ� ïð� 0 < a < 1 � ðàñõîäÿ
ùèåñ� ïð� a = 1. 

Ñëåäóþùè� ïðèìå� ïîêàçûâàåò, ÷ò� äë� ïîèñê� ðàâíîâåñè� ï� Íý
ø� ìîæí� èñïîëüçîâàò� íåîáõîäèìû� óñëîâè� îïòèìàëüíîñò� ïåðâîã� 
ïîðÿäêà. 

Ïðèìå� 9.9. Ìîäåë� äóîïîëèè. Äâ� ôèðì� âûïóñêàþ� áåñêîíå÷íî
äåëèìû� òîâà� äë� ïðîäàæ� í� ðûíêå. Ïóñò� x � y − êîëè÷åñòâ� òîâàðà, 
âûïóñêàåìîã� ïåðâî� � âòîðî� ôèðìàìè, � 0 < c1 ≤ c2 − çàòðàò� í� åã� 
ïðîèçâîäñòâî, ò.å. ñåáåñòîèìîñò� åäèíèö� òîâàð� äë� îáåè� ôèðì. Öåí� 
òîâàð� p(x + y) çàâèñè� î� îáùåã� âûïóñê� x + y. Ôóíêöè� âûèãðûø� 
ôèð� F (x, y) = (p(x + y) − c1)x � G(x, y) = (p(x + y) − c2)y − ïðèáûëè, 
ïîëó÷åííû� î� ðåàëèçàöè� ïðîèçâåäåííî� ïðîäóêöèè. 

Ïóñò� öåí� í� ïðîäóêöè� îïðåäåëÿåòñ� ï� ñëåäóþùå� ôîðìóë� 
p(x + y) = K/(x + y)α , ãä� 1 ≥ α > 0. Òîãä� ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� 
X = [0, (K/c1)

1/α], ïîñêîëüê� ïð� x > (K/c1)
1/α ïåðâà� ôèðì� òåðïè� 

óáûòêè. Àíàëîãè÷í� Y = [0, (K/c2)
1/α]. 

Çàìåòèì, ÷ò� äë� ïîëó÷åííî� èãð� âûïîëíåí� óñëîâè� òåîðåì� 9.2 
� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (x0, y0) ñóùåñòâóåò. Ïóñò� x0 > 0, y0 > 0. Òîãä� 
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� 9. Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èãðà� äâó� ëè�


ðàâíîâåñíû� ñòðàòåãè� x0, y0 íàõîäÿòñ� è� ñèñòåì� óðàâíåíè� 

K αKx0 

Fx
′(x 0 , y 0) = 

0 + y0)α 
− c1 − 0 + y0)α+1 

= 0,
(x (x

K αKy0 

Gy
′ (x 0 , y 0) = 

(x0 + y0)α 
− c2 − 

(x0 + y0)α+1 
= 0. 

Ñêëàäûâà� óðàâíåíèÿ, íàõîäè� ñíà÷àë� ñóìì� ((2 − α)K )1/α 

x 0 + y 0 = , � çàòå� 
c1 + c2 

(x 0 , y 0) = 
α(2 − 

1 

α)K 

((2 

c1 

− 
+ 

α

c

)

2 

K )(α+1)/α� 
c2 + (α − 1)c1, c1 + (α − 1)c2 

� 
. 

Ïîñêîëüê� y0 > 0, ò� íåîáõîäèì� c1 + (α − 1)c2 > 0. Åñë� âûïîëíåí� 
íåðàâåíñòâ� c1 + (α − 1)c2 ≤ 0, ò� ïåðâà� ôèðì� ÿâëÿåòñ� í� ðûíê� 
ìîíîïîëèñòî� � ðàâíîâåñíû� ñòðàòåãè� èìåþ� âè� 

x 0 = 
((1 − α)K )1/α 

, y 0 = 0. 
c1 

Áàéåñîâñêî� ðàâíîâåñè� 

Ïóñò� � èãð� äâó� ëè� Γ = X, Y, F (x, y, c), F (x, y, c) ôóíêöè� 
âûèãðûø� èãðîêî� F (x, y, c) � G(x, y, c) çàâèñÿ� í� òîëüê� î� ñèòóàöè� 
(x, y), í� � î� ñëó÷àéíîã� âåêòîð� ïàðàìåòðî� c = (c1, c2) ∈ C. Ïðåäïî
ëîæèì, ÷ò� ìíîæåñòâ� C êîíå÷í� � p(c), c ∈ C − âåðîÿòíîñòíî� ðàñïðå
äåëåíè� í� C, èçâåñòíî� âñå� èãðîêàì. Ïóñò� Ck − ìíîæåñòâ� çíà÷åíèé, 
ïðèíèìàåìû� ïàðàìåòðî� ck, êîãä� âåêòî� c ïðîáåãàå� ìíîæåñòâ� C. Èã
ðîê� k ïåðå� âûáîðî� ñòðàòåãè� ñòàíîâèòñ� èçâåñòíû� çíà÷åíè� "ñâîå
ãî"ïàðàìåòð� ck, k = 1, 2. Ïîýòîì� ñòðàòåãèå� ïåðâîã� èãðîê� ÿâëÿåòñ� 
ôóíêöè� x̃ : C1 → X, � âòîðîã� − ôóíêöè� ỹ : C2 → Y, Ìíîæåñòâ� âñå� 
òàêè� ôóíêöè� x̃ îáîçíà÷è� ÷åðå� ˜ y − ÷åðå� ˜X, � ôóíêöè� ˜ Y .


Îïðåäåëè� îñðåäíåííû� ôóíêöè� âûèãðûø� èãðîêî�


F̃ (x̃, ỹ) = p(c)F (x̃(c), ỹ(c), c), G̃(x̃, ỹ) = p(c)G(x̃(c), ỹ(c), c). 
c∈C c∈C 

˜ ˜ ˜ ˜Îïðåäåëåíèå. Èãð� ˜ X, F (˜ y), x, ˜ � ñèòóàöè� ðàâíîâåΓ = Y , x, ˜ G(˜ y) 
ñè� � íå� íàçûâàþòñ� áàéåñîâñêèìè. 
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Ïðèìå� 9.10. � ïðîäîëæåíè� ïðèìåð� 9.9 ðàññìîòðè� ìîäåë� äóî
ïîëè� c ôóíêöèÿì� âûèãðûø� èãðîêî� F (x, y, c1) = (p(x + y) − c1)x, 
G(x, y, c2) = (p(x+y)−c2)y � ëèíåéíî� ôóíêöèå� öåí� p(x+y) = a−x−y. 
Ïóñò� ñåáåñòîèìîñò� c1 èçâåñòí� îáîè� èãðîêàì, � ñåáåñòîèìîñò� c2 ïðåä
ñòàâëÿå� ñîáî� ñëó÷àéíó� âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùó� çíà÷åíè� c2

1 � c2
2 � 

âåðîÿòíîñòü� 1/2. � ýòè� ïðåäïîëîæåíèÿ� ñòðàòåãè� x̃ èãðîê� 1 ÿâëÿåò
i 
2), 

Òîãä� � áàéåñîâñêî� èãð� ôóíêöè� âûèãðûø� èãðîêî� èìåþ� âè� 

( � y1 + y2 ) � 
F̃ (x̃, ỹ) = a − x − 

2 
− c1 x, 

G̃(x̃, ỹ) = 
1
(a − x − y 1 − c 12)y 

1 + 
1
(a − x − y 2 − c 22)y 

2 . 
2 2

Íàéäå� áàéåñîâñêó� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (x0 , (y01, y02)) ïð� 
a > 2 max[c1, c2

1, c2
2]. Ôóíêöè� íàèëó÷øåã� îòâåò� èãðîêî� èìåþ� âè� 

x̃∗(y 1 , y 2) = max 
a − c1 

2 
− y1 + y2 

4 
, 0 , 

� � 

ñ� ôóíêöèåé-êîíñòàíòî� � ñîâïàäàå� � x. Ïîëîæè� yi = ỹ(c i = 1, 2.


ia − c
 x
− 
2 
, 0 , i = 1, 2.
i ỹ∗(c2, x) = max 2 

2


Ðåøà� ñèñòåì� óðàâíåíè�


x̃∗(y i1 , y 2) = x, ỹ∗(c2, x) = y i, i = 1, 2, 

íàõîäè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� 

1 c2
1 + c2 0 2 x = a − 2c1 + ,

3 2 

1 7 1 1 7 101 1 2 02 2 1 y = c c , y = c c . 
3 

a + c1 − 
4 2 − 4 2 3 

a + c1 − 
4 2 − 4 2 
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� 10. Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � áèìàòðè÷íû� èãðà�


��10. Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � áèìàòðè÷íû� èãðà� 

Ïåðåéäå� � ñìåøàííû� ðàñøèðåíèÿ� áèìàòðè÷íû� èã� Γ, çàäàâàå
ìû� ìàòðèöàì� 

A = (aij)m×n, B = (bij)m×n. 

Ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîêî� çäåñ� òàêè� æå, êà� � � ìàòðè÷íî� èãðå: 
p ∈ P, q ∈ Q. Îæèäàåìû� âûèãðûø� èãðîêî� − 

m n m n

A(p, q) = piaijqj, B(p, q) = pibijqj. 
i=1 j=1 i=1 j=1 

� ðåçóëüòàò� ïîëó÷èë� ñìåøàííî� ðàñøèðåíè� áèìàòðè÷íî� èãð� 

Γ = P, Q, A(p, q), B(p, q) . 

Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� èãð� Γ áóäå� íàçûâàò� ñèòóàöèÿì� ðàâíîâåñè� � 
ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� (èë� ñìåøàííûì� ðàâíîâåñèÿì� ï� Íýøó) èñõîä
íî� èãð� Γ. 

Ìíîæåñòâ� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� P � Q − âûïóêëû� êîìïàêò� åâ
êëèäîâû� ïðîñòðàíñòâ, � ôóíêöè� A(p, q) � B(p, q) áèëèíåéíû. Ï� òåîðå
ì� 9.2 � èãð� Γ ñóùåñòâóå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� 
(p0, q0). Äë� íå� ï� îïðåäåëåíè� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

A(p, q 0) ≤ A(p 0 , q 0) ∀ p ∈ P, B(p 0 , q) ≤ B(p 0 , q 0) ∀ q ∈ Q. 

Ðàññìîòðè� ñâîéñòâ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ, àíà
ëîãè÷íû� ñâîéñòâà� ðåøåíè� ìàòðè÷íû� èãð. 

Ëåìì� 10.1. Äë� òîã� ÷òîá� ñèòóàöè� (p0, q0) áûë� ñèòóàöèå� ðàâ
íîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� áèìàòðè÷íî� èãð� Γ, íåîáõîäèì� � 
äîñòàòî÷íî, ÷òîá� áûë� âûïîëíåí� óñëîâè� 

A(i, q0) ≤ A(p0, q0), i = 1, ..., m,


B(p0, j) ≤ B(p0, q0), j = 1, ..., n. 
(∗)


Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñò� (p0, q0) − ñèòóàöè� ðàâíî
âåñèÿ. Òîãä� A(p, q0) ≤ A(p0, q0) ∀ p ∈ P. Ïîëàãà� p = (0, ...0, 1, 0, ..., 0), 
ïîëó÷è� íåðàâåíñòâ� óñëîâè� (∗) äë� ìàòðèö� A. Àíàëîãè÷í� âûâîäÿòñ� 
íåðàâåíñòâ� äë� ìàòðèö� B. 
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñò� ñèòóàöè� (p0, q0) óäîâëåòâîðÿå� óñëîâè� (∗). 
Âîçüìå� ïðîèçâîëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� p ïåðâîã� èãðîêà, äîìíî
æè� íåðàâåíñòâ� A(i, q0) ≤ A(p0, q0) í� pi � ñëîæè� èõ. � ðåçóëüòàò� 
ïîëó÷è� íåðàâåíñòâ� A(p, q0) ≤ A(p0, q0). Àíàëîãè÷íî, äë� ëþáî� ñìå
øàííî� ñòðàòåãè� q âòîðîã� èãðîê� ñïðàâåäëèâ� íåðàâåíñòâ� 
B(p0, q) ≤ B(p0, q0). 

Òåîðåì� 10.1 (ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñòè). Ïóñò� 
(p0, q0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� áèìàòðè÷íî� 
èãð� Γ. Òîãä� 

1) pi 
0 > 0 A(i, q0) = A(p0, q0);


2) qj 
0 > 0 

⇒ 
B(p0, j) = B(p0, q0).
⇒

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæå� óòâåðæäåíè� 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� äë� 
íåêîòîðîã� i1 pi

0 
1 
> 0 � A(i1, q

0) < A(p0, q0). � óñëîâè� (∗) êàæäî� 
íåðàâåíñòâ� A(i, q0) ≤ A(p0, q0), i = 1, ..., m óìíîæè� í� p0 

i � ñëîæè� 
èõ. Ïîñêîëüê� i1-� íåðàâåíñòâ� ñîõðàíèòñ� ñòðîãèì, ïîëó÷è� A(p0, q0) < 
A(p0, q0) (ïðîòèâîðå÷èå). Óòâåðæäåíè� 2) äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷íî. 

Ñëåäñòâèå. Ïóñò� (p0, q0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðà
òåãèÿ� áèìàòðè÷íî� èãð� Γ. Òîãä� 

1) A(i, q0) < A(p0, q0) p0 
i = 0; 

2) B(p0, j) < B(p0, q0) 
⇒ 

qj 
0 = 0.⇒ 

Òåîðåì� 10.2. Äë� òîã� ÷òîá� ñèòóàöè� (p0, q0) áûë� ñèòóàöèå� ðàâ
íîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� áèìàòðè÷íî� èãð� Γ, íåîáõîäèì� � äî
ñòàòî÷íî, ÷òîá� íàøëèñ� ìíîæåñòâ� X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y � ÷èñë� v1, v2, äë� 
êîòîðû� âûïîëíåí� óñëîâè� �  aijqj 

0 = v1 ∀ i ∈ X0 , j∑∈Y 0 

aijqj 
0 ≤ v1 ∀ i /∈ X0 , (10.1)j∈Y 0 ⎩ qj 

0 = 1, qj 
0 ≥ 0 ∀ j ∈ Y 0 , 

j∈Y 0 �  p 0 
i bij = v2 ∀ j ∈ Y 0 , i∈X0 

p0 
i bij ≤ v2 ∀ j /∈ Y 0 , (10.2)i∈X0 ⎩ 

i∈X0 

pi 
0 = 1, pi 

0 ≥ 0 ∀ i ∈ X0 . 
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñò� (p0, q0) − ñèòóàöè� ðàâíîâå
ñèÿ. Ïîëîæè� v1 = A(p0, q0), v2 = B(p0, q0), 

X0 = {i ∈ X | p 0 
i > 0}, Y 0 = {j ∈ Y | qj 0 > 0}. 

Óñëîâè� (10.1) � (10.2) âûòåêàþ� è� ëåìì� 10.1 � òåîðåì� 10.1. 
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñò� äë� ñèòóàöè� (p0, q0) âûïîëíåí� óñëîâè� (10.1) 

� (10.2). Ïîêàæåì, ÷ò� òîãä� íåîáõîäèì� A(p0, q0) = v1. Äåéñòâèòåëüíî, 
è� (10.1) 

n

aijq 
0 = aijq 

0 = v1 ∀ i ∈ X0 .j j 

j∈Y 0 j=1 

Óìíîæà� ýò� ðàâåíñòâ� í� p0, i ∈ X0 , � ñêëàäûâà� èõ, ïîëó÷è� i 

A(p0, q0) = v1. Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� B(p0, q0) = v2. Ï� ëåìì� 
10.1 (p0, q0) ÿâëÿåòñ� ñèòóàöèå� ðàâíîâåñèÿ. 

Óïðàæíåíè� 10.1. Äîêàæèòå, ÷ò� � èãð� Γ � ìàòðèöàì� ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ 
2 0 1 1 0 2 

A = 1 2 0 , B = 2 1 0⎠ 
0 1 2 0 2 1 

cóùåñòâóå� åäèíñòâåííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� 
(p0, q0) = ((1/3, 1/3, 1/3), (1/3, 1/3, 1/3)). 

Ñôîðìóëèðóå� óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùå� ðàâåíñòâ� |X0| = |Y 0|� . 
� ýòî� ñëó÷à� ìàòðèö� ñèñòå� (9.7) � (9.8) 

A = (aij)i∈X0j∈Y 0 , B = (bij)i∈X0j∈Y 0 

ÿâëÿþòñ� êâàäðàòíûìè. 

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷ò� ñèñòåì� âåêòîðî� a(i) ∈ Em, i ∈ X0 , |X0| ≥ 
m + 1 èìåå� ìàêñèìàëüíû� àôôèííû� ðàíã, åñë� íàéäóòñ� òàêî� íîìå� 
i0 ∈ X0 � òàêî� ìíîæåñòâ� X1 ⊂ X0, i0 ∈/ X1 , X1 = m, ÷ò� âåêòîð� 

(i) (i0)

| |
a − a , i ∈ X1 ëèíåéí� íåçàâèñèìû. Íàïðèìåð, ïð� m = 2 ñèñòåì� 
òî÷å� í� ïëîñêîñò� òîãä� � òîëüê� òîãä� èìåå� ìàêñèìàëüíû� àôôèííû� 
ðàíã, êîãä� òî÷ê� í� ëåæà� í� îäíî� ïðÿìîé. 

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷ò� ìàòðèö� A (ìàòðèö� B) íàõîäèòñ� � îáùå� 
ïîëîæåíèè, åñë� ñèñòåì� ñòðî� (ñòîëáöîâ) ëþáî� å� ïîäìàòðèö� A = 

1Ìíîæåñòâ� X0 � Y 0 ñîäåðæà� ðàâíî� ÷èñë� ýëåìåíòîâ. 
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(aij)i∈X0j∈Y 0 � |X0| > |Y 0| (ïîäìàòðèö� B = (bij)i∈X0j∈Y 0 c |X0| < |Y 0|) 
èìåå� ìàêñèìàëüíû� àôôèííû� ðàíã. 

Îòìåòèì, ÷ò� äë� ëþáû� äâó� ìàòðè� A � B íàéäóòñ� ñêîë� óãîäí� 
ïîýëåìåíòí� áëèçêè� ìàòðèö� A� � B′, äë� êîòîðû� âûïîëíåí� óñëî
âè� îáùíîñò� ïîëîæåíèÿ. Ýò� óòâåðæäåíè� ìîæí� äîêàçàòü, èñïîëüçó� 
íåïðåðûâíîñò� îïðåäåëèòåë� ìàòðèö� êà� ôóíêöè� å� ýëåìåíòîâ. 

Òåîðåì� 10.3. Ïóñò� ìàòðèö� A � B èãð� Γ íàõîäÿòñ� � îáùå� 
ïîëîæåíèè. Òîãä� äë� ëþáî� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (p0, q0) � ñìåøàííû� 
ñòðàòåãèÿ� íàéäóòñ� òàêè� ìíîæåñòâ� X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y � òàêè� ÷èñë� 
v1, v2, ÷ò� âûïîëíåí� óñëîâè� (10.1), (10.2) � X0 = Y 0 . 

0

| | | |
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñò� (p , q0) − ïðîèçâîëüíà� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� 

� ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Òîãä� ï� òåîðåì� 10.2 íàéäóòñ� òàêè� ìíîæå
ñòâ� X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y � òàêè� ÷èñë� v1, v2, ÷ò� âûïîëíåí� óñëîâè� (10.1) 
� (10.2). 

Äîêàæåì, ÷ò� |X0| = |Y 0|. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� |X0| > |Y 0|. Ðàññìîòðè� 
ïîäìàòðèö� A = (aij)i∈X0j∈Y 0 , îòâå÷àþùó� ñèñòåì� óðàâíåíè� (10.1). 
È� óñëîâè� îáùíîñò� ïîëîæåíè� íàéäóòñ� òàêî� íîìå� i0 ∈ X0 � òàêî� 
ìíîæåñòâ� X1 ⊂ X0, i0 ∈/ X1 , |X1| = |Y 0|, ÷ò� ìàòðèö� (aij −ai0j)i∈X1j∈Y 0 

− íåâûðîæäåííàÿ. 
È� (10.1) ïîëó÷àå� ñèñòåì� óðàâíåíè� 

(aij − ai0j)qj 
0 = 0 ∀ i ∈ X1 , 

j∈Y 0 

èìåþùó� íóëåâî� ðåøåíè� qj 
0 = 0, j ∈ Y 0 , ÷ò� ïðîòèâîðå÷è� ðàâåíñòâ� 

qj 
0 = 1. 

j∈Y 0 

Àíàëîãè÷í� ïðèõîäè� � ïðîòèâîðå÷èþ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷ò� |X0| < |Y 0|. 

Óñëîâè� îáùíîñò� ïîëîæåíè� äë� ìàòðè� A � B òðóäí� ïðîâåðèòü. 
Îòêàçàâøèñ� î� íåãî, ìîæí� ïîëó÷èò� óòâåðæäåíèå, áîëå� ñëàáîå, ÷å� 
òåîðåì� 10.3. 

Òåîðåì� 10.3 ′. � ëþáî� áèìàòðè÷íî� èãð� Γ äë� íåêîòîðî� ñèòóà
öè� ðàâíîâåñè� (p0, q0) � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� íàéäóòñ� òàêè� ìíîæå
ñòâ� X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y � òàêè� ÷èñë� v1, v2, ÷ò� âûïîëíåí� óñëîâè� (10.1), 
(10.2) � |X0| = |Y 0|. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Äë� ìàòðè� A � B íàéäóòñ� òàêè� ïîñëåäîâàòåëü
íîñò� ìàòðè� {Ak}, {Bk}, óäîâëåòâîðÿþùè� óñëîâè� îáùíîñò� ïîëîæå
íèÿ, ÷ò� ïîýëåìåíòí� Ak A, Bk B. → → 
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Âîçüìå� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� {(pk, qk)} èã� Γk � 
ìàòðèöàì� Ak, Bk . Ï� òåîðåì� 10.3 íàéäóòñ� òàêè� ìíîæåñòâ� 
Xk ⊆ X, Y k ⊆ Y � ÷èñë� v1 

k , v2 
k , ÷ò� |Xk| = |Y k| � âûïîëíåí� óñëîâè� � �
 a k k = v k ,  kbk k


ijqj 1 ∀ i ∈ Xk pi ij = v ∀ j ∈ Y k ,2 j∈Y k	 i∈Xk 

aijqj
k ≤ v1 

k ∀ i /∈ Xk , pki bij ≤ v2 
k ∀ j /∈ Y k , j∈Y k i∈Xk ⎩ qj

k = 1, qj
k ≥ 0 ∀ j ∈ Y k , ⎩ pki = 1, pki ≥ 0 ∀ i ∈ Xk . 

j∈Y k i∈Xk 

Áå� ïîòåð� îáùíîñò� (âûäåëÿ� ñîîòâåòñòâóþùè� ïîäïîñëåäîâàòåëüíî
ñòè) ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� pk p0 , qk q0 � Xk = X0 , Y k = Y 0 ïðè→ →
âñå� k. Ïåðåõîä� � ïîñëåäíè� óðàâíåíèÿ� � íåðàâåíñòâà� � ïðåäåë� ïð� 
k → ∞, ïîëó÷è� óñëîâè� (10.1),(10.2) äë� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� p0, q0 . 
Ï� òåîðåì� 10.2 ñèòóàöè� (p0, q0) áóäå� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. 

Ðàññìîòðè� àëãîðèò� ïîèñê� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðà
òåãèÿõ. Ïåðåáèðàå� êâàäðàòíû� ïîäìàòðèö� 

A = (aij)i∈X0j∈Y 0 , B = (bij)i∈X0j∈Y 0 

� ðåøàå� ñèñòåì� óðàâíåíè� è� (10.1),(10.2). Åñë� ðåøåíè� ýòè� ñèñòå� 
pi 

0 , i ∈ X0, v1 � qj 
0 , j ∈ Y 0, v2 óäîâëåòâîðÿþ� íåðàâåíñòâà� è� óñëîâè� 

10.1 � 10.2, òî, äîáàâëÿ� êîìïîíåíò� pi = 0, i /∈ X0 , qj = 0, j /∈ Y 0 , 
ïîëó÷è� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (p0, q0). È� òåîðåì� 10.3 � âûòåêàåò, ÷ò� 
÷åðå� êîíå÷íî� ÷èñë� øàãî� àëãîðèò� ïðèâîäè� � ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Ïðîèëëþñòðèðóå� ðàáîò� àëãîðèòì� äë� èã� � ìàòðèöàì� ðàçìåðî� 
2 × n : � ) ( � 

A =	
a11 · · · a1n , B = 

b11 · · · b1n . 
a21 a2n b21 b2n· · ·	 · · · 

� äàííî� ñëó÷à� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� èìåå� âè� p = 
(p1, 1 − p1), ãä� 0 ≤ p1 ≤ 1. Ïåðåáèðàò� íóæí� 2 ×2-ïîäìàòðèöû. Êàæäà� 
è� íè� çàäàåòñ� íîìåðàì� äâó� ñòîëáöî� j1, j2. Çàïèøå� ñèñòåì� (10.2) 

p 0
1b1j1 + (1 − p 0

1)b2j1 = v2, p 0
1b1j2 + (1 − p 0

1)b2j2 = v2, 

p1
0b1j + (1 − p1

0)b2j ≤ v2 ∀ j =6 j1, j2, 0 ≤ p1
0 ≤ 1. 

Åñë� ýò� ñèñòåì� íåñîâìåñòíà, ò� ïåðåéäå� � äðóãî� ïàð� j1, j2. Åñë� 
ðåøåíè� p1

0 , v1 ñèñòåì� (10.2) ñóùåñòâóåò, ò� ðàññìîòðè� ñèñòåì� (10.1) 

a1j1 q
∗ + a1j2 (1 − q∗) = v1, a2j1 q

∗ + a2j2 (1 − q∗) = v1, 0 ≤ q∗ ≤ 1. 
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Ïóñò� ñóùåñòâóå� å� ðåøåíèå� q∗, v1. Îïðåäåëè� ñòðàòåãè� 

q∗, j = j1, 
⎧ ⎨ ⎩
0 0 1 − q∗, j = j2,:
q
 qj = 

0, j = j1, j2, 

� ñèòóàöè� (p0, q0) áóäå� ñìåøàííû� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. 
Çäåñ� àëãîðèòì� ìîæí� äàò� ãåîìåòðè÷åñêó� èíòåðïðåòàöèþ. Í� îò

ðåçê� 0 ≤ p1 ≤ 1 ñòðîè� ïðÿìû� lj(p1) = b1jp1 + b2j(1 − p1), j = 1, ..., n. 
Òî÷ê� èçëîì� âåðõíå� îãèáàþùå� ñåìåéñòâ� ïðÿìû� lj ñîîòâåòñòâóþ� 
ïàðà� j1, j2, äë� êîòîðû� ñóùåñòâóå� ðåøåíè� p1

0, v2 ñèñòåì� (10.2). Ïî
ýòîì� ïîñëåäîâàòåëüí� ïåðåáèðàå� òî÷ê� âåðõíå� îãèáàþùå� � ðåøàå� 
ñèñòåì� óðàâíåíè� è� (10.1) � ïðîâåðêî� íåðàâåíñò� 0 ≤ q∗ ≤ 1. 

Ïð� n = 2 îá� ìàòðèö� A � B èìåþ� ðàçìåð� 2 × 2. � ýòî� ñëó÷à� 
ïðÿìû� l1(p1) = b11p1+b21(1−p1) � l2(p1) = b12p1+b22(1−p1) òîãä� � òîëüê� 
òîãä� ïåðåñåêàþòñ� � òî÷ê� 0 ≤ p0 ≤ 1, êîãä� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 1 

(ðèñ. 10.1) 
(b22 − b21)(b11 − b12) ≥ 0. (10.3) 

b22 

b11 

b12 

b21 
������������ 

PPPPPPPPPP� 

� 

l1 

l2 

0 p0 
1 1 

� p1 

Ðèñ. 10.1 

Åñë� ñòîëáö� ìàòðèö� B (� ñîîòâåòñòâóþùè� ïðÿìû� l1 � l2) í� ñîâ
ïàäàþò, ò� êîìïîíåíò� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� p0, óäîâëåòâîðÿþùå� ñè
ñòåì� (10.2), ìîæí� çàïèñàò� � ÿâíî� âèä� 

p1
0 = 

b22 − b21 
, p2

0 = 
b11 − b12 

. (10.4)
b22 − b21 + b11 − b12 b22 − b21 + b11 − b12 

1� ïðîòèâíî� ñëó÷à� ïåðåõîäè� � äðóãî� ïàð� j1, j2. 
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Äë� ñèñòåì� (10.1), è� êîòîðî� âû÷èñëÿåòñ� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� âòî
ðîã� èãðîêà, âñ� ðàññóæäåíè� ïðîâîäÿòñ� àíàëîãè÷íû� îáðàçîì. � ðå
çóëüòàò� ì� ïîëó÷è� ñëåäóþùå� óñëîâè� í� ìàòðèö� ïåðâîã� èãðîêà, 
îáåñïå÷èâàþùå� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� ñèñòåì� (10.1): 

(a22 − a12)(a11 − a21) ≥ 0. (10.5) 

Ýò� óñëîâè� ìîæí� âûïèñàò� � ñðàçó, èñõîä� è� ñëåäóþùè� ñîîáðàæå
íèé: íàä� çàìåíèò� âòîðîã� èãðîê� ïåðâû� � ó÷åñòü, ÷ò� âòîðî� èãðî� 
âûáèðà� ñâî� ñòðàòåãè� ï� ñòîëáöàì, � ïåðâû� âûáèðàå� è� ï� ñòðîêàì. 
Ïîýòîìó, ÷òîá� âûïèñàò� óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíèÿ, íàä� âûïè
ñàò� óñëîâè� (10.3), çàìåíè� îäí� ìàòðèö� í� äðóãóþ, � ñòðîê� í� ñòîëá
öû. Åñë� ñòðîê� ìàòðèö� A í� ñîâïàäàþò, ò� êîìïîíåíò� ñìåøàííî� 
ñòðàòåãè� q0, óäîâëåòâîðÿþùå� ñèñòåì� (10.1), ìîæí� çàïèñàò� � ÿâíî� 
âèä� 

q1
0 = 

a22 − a12 
, q2

0 = 
a11 − a21 

. (10.6) 
a22 − a12 + a11 − a21 a22 − a12 + a11 − a21 

Ïðèìå� 10.1. Ìîäåë� òåõíè÷åñêîã� êîíòðîë� ç� êà÷åñòâî� ïðîäóêöèè. 
Çàâî� âûïóñêàå� àâòîìîáèë� ïàðòèÿì� ï� 100 øòóê. Ç� êàæäó� àâ

òîìàøèí� çàâî� ïîëó÷àå� î� êîíöåðí� 1.3 åä. îïëàòû, è� êîòîðû� 1 åä. 
ñîñòàâëÿþ� ïðåìèàëüíûå, � 0.3 åä. ïðåäíàçíà÷åí� äë� îïåðàöè� òåõíè
÷åñêîã� êîíòðîë� (ÎÒÊ). Çàâî� (èãðî� 1) ìîæå� âûïóñêàò� ïàðòè� àâòî
ìîáèëå� ëèá� � ÎÒ� (ñòðàòåãè� 1), ëèá� áå� ÎÒ� (ñòðàòåãè� 2), óâåëè÷è
âà� ñóìì� ïðåìèàëüíûõ. Ïð� èñïîëüçîâàíè� ïåðâî� ñòðàòåãè� èòîãîâà� 
ñóìì� ïðåìèàëüíûõ, ïîëó÷åííà� çàâîäî� ç� ïàðòèþ, ñîñòàâëÿå� 100 åä., 
ïð� èñïîëüçîâàíè� âòîðî� ñòðàòåãè� − 130 åä. 

� öåëü� óìåíüøåíè� ïðîèçâîäñòâåííîã� áðàê� êîíöåð� ðåøè� ïðè
âëå÷� íåçàâèñèìó� ôèðìó, îñóùåñòâëÿþùó� òåõíè÷åñêè� êîíòðîë� ç� 
êà÷åñòâî� ïðîäóêöèè. Ñòîèìîñò� ïðîâåðê� àâòîìîáèë� äë� ôèðì� ñî
ñòàâëÿå� 0.12 åä. Åñë� ÎÒ� çàâîäî� í� ïðîâîäèòñÿ, ò� àâòîìîáèë� íåèñ
ïðàâå� � âåðîÿòíîñòü� 4/5. � ñëó÷à� îáíàðóæåíè� íåèñïðàâíîñòå� çàâî� 
îáÿçà� è� óñòðàíèòü, çàòðàòè� 0.3 åä., � çàïëàòèò� äîïîëíèòåëüí� ôèðì� 
0.2 åä. è� ñâîè� ïðåìèàëüíûõ. Ôèðì� (èãðî� 2) ìîæå� ëèá� ïðîâåðèò� 
ïàðòè� (ñòðàòåãè� 1), ëèá� îòêàçàòüñ� î� å� ïðîâåðê� (ñòðàòåãè� 2). 

Âûèãðûøå� ïåðâîã� èãðîê� ÿâëÿåòñ� îæèäàåìà� ñóìì� ïðåìèàëü
íûõ, ïîëó÷åííà� çàâîäî� î� êîíöåðí� ç� ïàðòè� àâòîìîáèëå� � ó÷åòî� 
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èçäåðæå� í� ÎÒ� � âîçìîæíû� âûïëà� ôèðìå. Âûèãðûøå� âòîðîã� èã
ðîê� ÿâëÿåòñ� îæèäàåìà� ñóìì� âûïëàò, ïîëó÷åííû� î� çàâîä� ïð� ïðî
âåðê� ïàðòè� àâòîìîáèëå� � ó÷åòî� çàòðà� í� ýò� ïðîâåðêó. Âûïèøå� 
ìàòðèö� èãð� 

A = 
100 100 

, B = 
−12 0 

. 
90 130 4 0 

Íàïðèìåð, åñë� çàâî� í� ïðîâîäè� ÒÊ, � ôèðì� ïðîâåðÿå� ïàðòèþ, ò� 
ñðåäíè� ïðåìèàëüíû� ðàâí� 100(0.8(4/5) + 1.3(1/4)) = 90 åä., � îæèäàå
ìà� ïðèáûë� ôèðì� ñîñòàâè� 100(0.08(4/5)−0.12(1/5)) = 4 åä. Íåòðóäí� 
âèäåòü, ÷ò� � äàííî� èãð� í� ñóùåñòâóå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ÷èñòû� 
ñòðàòåãèÿõ. Óñëîâè� (10.3) � (10.5) âûïîëíåí� � ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� 
íàõîäè� ï� ôîðìóëà� (10.4) � (10.6) 

(p0, q0) = ((1/4, 3/4), (3/4, 1/4)). 

Ðàâíîâåñíû� ñòðàòåãè� p0 � q0 ìîãó� áûò� ðåàëèçîâàí� � âèä� "ôèçè
÷åñêè� ñìåñåé": ïåðâû� èãðî� "äîëæåí"25 àâòîìîáèëå� êàæäî� ïàðòè� 
âûïóñêàò� c ÎÒÊ, âòîðî� èãðî� äîëæå� ïðîâåðÿò� ï� 75 àâòîìîáèëå� 
êàæäî� ïàðòèè. 

Ïðèìå� 10.2. Ïóñò� 

2 4 5 3 2 0 
A = , B = . 

4 2 1 0 2 3 

3 Q � l1 

Q� �� l22 

� Q l3 
Q � p1 

0 
1 2 1 
3 3 

Ðèñ. 10.2 

Çäåñ� l1(p1) = 3p1, l2(p1) ≡ 2, l3(p1) = 3(1 −p1). Ïåðâà� òî÷ê� âåðõíå� 
îãèáàþùå� ( ïåðåñå÷åíè� ïðÿìû� l2 � l3 í� ðèñ. 10.2) èìåå� àáñöèññ� 
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p0
1 = 1/3. Ðàññìîòðè� ñèñòåì� óðàâíåíè� è� 10.1 

4q∗ + 5(1 − q∗) = v1, 2q∗ + (1 − q∗) = v1. 

È� íå� íàõîäè� q∗ = 2 > 1, ÷ò� íåâîçìîæíî. Ïåðåõîäè� ê� âòîðî� òî÷ê� 
îãèáàþùåé, ëåæàùå� í� ïåðåñå÷åíè� ïðÿìû� l1 � l2. Îí� èìåå� àáñöèññ� 
p1

0 = 2/3. Ñèñòåì� 

2q∗ + 4(1 − q∗) = v1, 4q∗ + 2(1 − q∗) = v1 

èìåå� ðåøåíè� q∗ = 1/2, v1 = 3. Ïîýòîì� 

(p0, q0) = ((2/3, 1/3), (1/2, 1/2, 0)) 

− èñêîìà� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 
Îòìåòèì, ÷ò� ðàññìàòðèâàåìû� àëãîðèò� í� âñåãä� ïðèâîäè� � íàõî

æäåíè� âñå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Ïðèìå� 10.3. Ïóñò� 

0 1 2 2 
A = , B = . 

1 0 −1 3 

Çäåñ� ïåðåñå÷åíè� ïðÿìû� l1 � l2 äàå� ñòðàòåãè� p0 = (1, 0) � íóëåâî� 
êîìïîíåíòî� (âûðîæäåííû� ñëó÷àé). Ðåøà� ñèñòåì� óðàâíåíè� è� (10.1), 
íàõîäè� q0 = (1/2, 1/2). Ïîëó÷åííà� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� í� åäèíñòâåí
íà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøå� óñëîâè� (10.1) äë� ñòðàòåãè� 
(q∗, 1 − q∗) âòîðîã� èãðîê� � ó÷åòî� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò� 

1 − q∗ = v1, q∗ ≤ v1, 0 ≤ q∗ ≤ 1. 

Îòñþä� 0 ≤ q∗ ≤ 1/2. Òàêè� îáðàçîì, � äàííî� ïðèìåð� ïîëó÷èë� öåëû� 
îòðåçî� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� {((1, 0), (q∗, 1 − q∗)) | 0 ≤ q∗ ≤ 1/2}. 

Äë� èãð� � ìàòðèöàì� ðàçìåðî� 3 × 3 ïîèñ� ñìåøàííû� ðàâíîâåñè� 
ï� Íýø� óæ� òðåáóå� äîñòàòî÷í� áîëüøîã� ïåðåáîð� âñåâîçìîæíû� ïîä
ìàòðè� èñõîäíû� ìàòðè� A � B. Îäíàê� � íåêîòîðû� ñëó÷àÿõ, îáñóæäà
åìû� � ñëåäóþùè� äâó� ïàðàãðàôàõ, ýòî� ïåðåáî� ìîæí� çíà÷èòåëüí� 
ñîêðàòèòü. 

Âïîëí� ñìåøàííî� ðàâíîâåñè� 

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� íàçûâàåòñ� âïîëí� ñìåøàííîé, 
åñë� âñ� ÷èñòû� ñòðàòåãè� èñïîëüçóþòñ� � ïîëîæèòåëüíûì� âåðîÿòíî
ñòÿìè. 
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� îáùè� ïðåäïîëîæåíèÿ� (äë� "ïî÷ò� ëþáî� áèìàòðè÷íî� èãðû") 
âïîëí� ñìåøàííî� ðàâíîâåñè� ìîæå� ñóùåñòâîâàòü, òîëüê� åñë� m = n. 
Ýò� èíòóèòèâí� ïîíÿòíî: äë� íàõîæäåíè� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� âòîðîã� 
èãðîêà, � êîòîðî� âñ� êîìïîíåíò� îòëè÷í� î� íóëÿ, òðåáóåòñ� ðåøèò� 
ñèñòåì� óðàâíåíè� è� (10.1), ñîäåðæàùó� m + 1 óðàâíåíè� � n + 1 íåèç
âåñòíû� (÷èñë� ýëåìåíòî� â� ìíîæåñòâ� Y ïëþ� åù� îäí� íåèçâåñòíî� 
v1). Ñëåäîâàòåëüíî, äë� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� äîëæí� âûïîëíÿòüñ� 
óñëîâè� n ≥ m. Àíàëîãè÷íî, ñìåøàííà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� óäî
âëåòâîðÿå� ñèñòåì� óðàâíåíè� è� (10.2), ñîäåðæàùå� n + 1 óðàâíåíè� � 
m + 1 íåèçâåñòíûì, � äë� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� äîëæí� áûò� m ≥ n. 
� ðåçóëüòàò� ïîëó÷àåì, ÷ò� äë� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� îáåè� ñèñòå� 
äîëæí� áûò� m = n, åñë� îá� ñèñòåì� íåâûðîæäåííûå. 

Âûïèøå� äë� âïîëí� ñìåøàííîã� ðàâíîâåñè� (p0, q0) ñèñòåì� óðàâ
íåíè� è� (10.1) � (10.2) � ìàòðè÷íî� âèä� 

Aq0 = v1e, q 0 , e = 1, p 0B = v2e, p 0 , e = 1, 

ãä� e = (1, ..., 1) ∈ Em . 
Àíàëîãè÷íû� ñèñòåì� (5.3) � (5.4) ñïðàâåäëèâ� äë� êðàéíè� îïòè

ìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� è� 5. (Òà� æ� ñì. � ñïîñî� íàõîæäåíè� 
ðåøåíè� ýòè� ñèñòåì.) Ïóñò� ìàòðèö� A � B − íåâûðîæäåííûå. Òîãä� 

A−1e 1 
q 0 = 〈 〉 , v1 = 〈 〉 , 

A−1e, e A−1e, e 

eB−1 1 
p 0 = 〈 〉 , v2 = 〈 〉 . 

eB−1, e eB−1, e 

Äîìèíèðîâàíè� � áèìàòðè÷íû� èãðà� 

Ïð� ïîèñê� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � áèìàòðè÷íû� èãðà� ìîæí� èñ
ïîëüçîâàò� äîìèíèðîâàíè� ñòðî� ìàòðèö� A � ñòîëáöî� ìàòðèö� B. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� � áèìàòðè÷íî� èãð� Γ ñòðàòåãè� 
ïåðâîã� èãðîê� i1 ñòðîã� äîìèíèðóå� ñòðàòåãè� i2 (i1 � i2) í� ìíîæåñòâ� 
Y ⊆ Y, åñë� ai1j > ai2j ∀ j ∈ Y . Áóäå� ãîâîðèò� � ñëàáî� äîìèíèðîâàíè� 
(i1 � i2), åñë� ai1j ≥ ai2j ∀ j ∈ Y . 

Ï� ñìûñë� ïð� ñòðîãî� äîìèíèðîâàíè� ñòðàòåãè� i1 ïðèíîñè� ïåðâî
ì� èãðîê� áîëüøè� âûèãðûø, ÷å� ñòðàòåãè� i2, êà� á� í� èãðà� âòîðî� 
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èãðîê, èñïîëüçó� ñòðàòåãè� è� ìíîæåñòâ� Y . Àíàëîãè÷í� ââîäÿòñ� ïîíÿ
òè� ñòðîãîã� � ñëàáîã� äîìèíèðîâàíè� äë� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� � áèìàòðè÷íî� èãð� Γ ñòðàòåãè� 
âòîðîã� èãðîê� j1 ñòðîã� äîìèíèðóå� ñòðàòåãè� j2 (j1 � j2) í� ìíîæåñòâ� 
X ⊆ X, åñë� bij1 > bij2 ∀ i ∈ X. Áóäå� ãîâîðèò� � ñëàáî� äîìèíèðîâàíè� 
(j1 � j2), åñë� bij1 ≥ bij2 ∀ i ∈ X. 

Îïðåäåëè� ïðîöåäóð� ïîñëåäîâàòåëüíîã� èñêëþ÷åíè� ñòðîã� äîìè
íèðóåìû� ñòðàòåãèé. Ýò� ïðîöåäóð� ñîñòîè� � ïîñòðîåíè� äâó� ïîñëå
äîâàòåëüíîñòå� âëîæåííû� ìíîæåñò� X = X1 X2 Xk è⊇ ⊇ · · · ⊇
Y = Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · ⊇ Yk. Ïð� ýòî� äë� l = 1, ..., k − 1 âûïîëíåí� ñëåäóþ
ùè� óñëîâèÿ: 

∀ i2 ∈ Xl\Xl+1 ∃ i1 ∈ Xl+1 : i1 � i2 í� Yl;

∀ j2 ∈ Yl\Yl+1 ∃ j1 ∈ Yl+1 : j1 � j2 í� Xl.


Ì� îïèñàë� ïðîöåäóð� ïîñëåäîâàòåëüíîã� èñêëþ÷åíè� ñòðàòåãè� ôîð
ìàëüíî. Ïîñìîòðèì, êà� ýò� ïðîöåäóð� îñóùåñòâëÿåòñ� í� ïðàêòèêå. 

Øà� 1. È� ìíîæåñò� X = X1 � Y = Y1 ñòðîè� ìíîæåñòâ� X2 � Y2. Äë� 
ýòîã� âûêèäûâàå� è� ìíîæåñòâ� X1 âñ� ñòðîã� äîìèíèðóåìû� í� ìíîæå
ñòâ� Y1 ñòðàòåãèè, ò.å. ì� èùå� òàêè� ïàð� ñòðàòåãè� i1, i2, ÷ò� ñòðîê� i1 
ïîýëåìåíòí� áîëüø� ñòðîê� i2 � ìàòðèö� A : ai1j > ai2j, j = 1, ..., n. Âû
÷åðêèâàå� âñ� òàêè� íàéäåííû� ñòðîê� i2 � îáåè� ìàòðèöàõ. Àíàëîãè÷í� 
èùå� ñòîëáö� j2 � ìàòðèö� B âòîðîã� èãðîêà, êîòîðû� ñòðîã� äîìèíè
ðóþòñ� äðóãèì� ñòîëáöàì� j1 : bij1 > bij2 , i = 1, ..., m. Âû÷åðêèâàå� âñ� 
òàêè� äîìèíèðóåìû� ñòîëáö� j2 è� îáåè� ìàòðèö. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� íà� 
óäàëîñ� âû÷åðêíóò� õîò� á� îäí� ñòðîê� èë� ñòîëáåö. Òîãä� ïåðåõîäè� 
� øàã� 2. 

Øà� 2. Ïîñë� âû÷åðêèâàíè� ñòðî� � ñòîëáöî� í� ïåðâî� øàã� ì� 
ïîëó÷èë� ðåäóöèðîâàííû� ìàòðèöû, � êîòîðû� ìíîæåñòâ� ñòðî� − X2, 
� ìíîæåñòâ� ñòîëáöî� − Y2. Ïð� ýòî� ëèá� X2 =6 X1, ëèá� Y2 =6 Y1, ëèá� 
îá� ìíîæåñòâ� í� ñîâïàäàþ� � ïðåäûäóùèìè. Ìîæå� ïîëó÷èòüñ� òàê, 
÷ò� � ðåäóöèðîâàííû� ìàòðèöà� îêàæóòñ� íîâû� äîìèíèðóåìû� ñòðîê� 
� ñòîëáöû. Âû÷åðêèâàå� è� � ïåðåõîäè� � ñëåäóþùåì� øàãó. 

� òà� äàëåå. Ïðîäîëæàå� ïðîöåäóð� ä� òå� ïîð, ïîê� í� âû÷åðêíå� 
âñå, ÷ò� ìîæíî. Íèæ� äîêàçàíî, ÷ò� ïð� ýòî� ñîõðàíÿþòñ� âñ� ñìåøàí
íû� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ìíîæåñòâ� Z = X ×Y ñòðîã� äîìè
íèðóå� ìíîæåñòâ� Z = X × Y (Z � Z), åñë� îí� ïîëó÷åí� è� ìíîæåñòâ� 
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Z ïîñëåäîâàòåëüíû� èñêëþ÷åíèå� ñòðîã� äîìèíèðóåìû� ñòðàòåãèé, ò.å. 
� îïèñàííî� âûø� ïðîöåäóð� X = Xk, Y = Yk. Áóäå� ãîâîðèò� � ñëàáî� 
äîìèíèðîâàíè� (Z � Z), åñë� ìíîæåñòâ� Z ïîëó÷åí� è� ìíîæåñòâ� Z 
ïîñëåäîâàòåëüíû� èñêëþ÷åíèå� ñëàá� äîìèíèðóåìû� ñòðàòåãèé. 

Ðàññìîòðè� ïîíÿòè� äîìèíèðîâàíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� p ñòðîã� äî
ìèíèðóå� ÷èñòó� ñòðàòåãè� i í� ìíîæåñòâ� Y ⊆ Y (p � i), åñë� 
A(p, j) > aij ∀ j ∈ Y . Áóäå� ãîâîðèò� � ñëàáî� äîìèíèðîâàíè� í� ìíî
æåñòâ� Y ⊆ Y (p � i), åñë� A(p, j) ≥ aij ∀ j ∈ Y . 

Àíàëîãè÷í� îïðåäåëÿåòñ� äîìèíèðîâàíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� 
âòîðîã� èãðîêà. 

Êà� èñêàò� ñòðîã� äîìèíèðóåìó� ñòðàòåãèþ? 

Ïðèìå� 10.4. Ðàññìîòðè� èãð� Γ � ìàòðèöàì� ⎛  ⎛ ⎞ 
−4 0 2 4 4 4 

A =  4 −1 7⎠ , B = −1 3 1⎠ . 
−5 3 0 −4 −2 1 

Íàéä¼� � êàæäî� ñòîëáö� ïåðâî� ìàòðèö� ìàêñèìàëüíû� ýëåìåíò. Åñë� 
ìàêñèìó� åäèíñòâåííû� � ñòîè� � íåêîòîðî� ñòðîêå, ò� îí� í� ìîæå� 
áûò� ñòðîã� äîìèíèðóåìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîã� äîìèíèðóåìî� ìîæå� 
áûò� òîëüê� ïåðâà� ñòðîêà. � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿ� äîìèíèðîâàíè� íåò. 
Èññëåäóå� äîìèíèðîâàíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Âîçüì¼� âòîðó� � 
òðåòü� ñòðîê� � êîýôôèöèåíòàì� 1/2. Âèäíî, ÷ò� ýò� êîìáèíàöè� ñòðîã� 
äîìèíèðóå� ïåðâó� ñòðîêó. 

Ââåä¼� ïîíÿòè� äîìèíèðóþùè� ìíîæåñò� äë� ñìåøàííû� ñòðàòåãèé. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ìíîæåñòâ� Z = X × Y ñòðîã� äî
ìèíèðóå� ìíîæåñòâ� Z = X × Y � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� (Z � Z), åñë� 
îí� ïîëó÷åí� è� ìíîæåñòâ� Z ïîñëåäîâàòåëüíû� èñêëþ÷åíèå� ñòðîã� 
äîìèíèðóåìû� ï� ñìåøàííîì� äîìèíèðîâàíè� ñòðàòåãèé, ò.å. 

Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k, 

� âûïîëíåí� óñëîâè� 
∀ i ∈ Xl\Xl+1 ∃ p ∈ P : p � i í� Yl, ps = 0 ∀ s /∈ Xl+1; 

∀ j ∈ Yl\Yl+1 ∃ q ∈ Q : q � j í� Xl, qk = 0 ∀ k /∈ Yl+1. 

Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ìíîæåñòâ� Z = X × Y ñëàá� äîìèíèðóå� ìíî
æåñòâ� Z = X × Y � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� (Z � Z), åñë� îí� ïîëó÷åí� 
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è� ìíîæåñòâ� Z ïîñëåäîâàòåëüíû� èñêëþ÷åíèå� ñëàá� äîìèíèðóåìû� 
ï� ñìåøàííîì� äîìèíèðîâàíè� ñòðàòåãèé, ò.å. 

Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k, 

� âûïîëíåí� óñëîâè� 

∀ i ∈ Xl\Xl+1 ∃ p ∈ P : p � i í� Yl, ps = 0 ∀ s /∈ Xl+1; 

∀ j ∈ Yl\Yl+1 ∃ q ∈ Q : q � j í� Xl, qk = 0 ∀ k /∈ Yl+1. 

Êà� ñâÿçàí� ðàçëè÷íû� îòíîøåíè� äîìèíèðîâàíèÿ? 

ñòðîãî� äîìèíèðîâàíè� ñòðîãî� äîìèíèðîâàíè� 

� ÷èñòû� ñòðàòåãèÿ� 
⇒ 

� ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� 

⇓ ⇓ 
ñëàáî� äîìèíèðîâàíè� ñëàáî� äîìèíèðîâàíè� 

� ÷èñòû� ñòðàòåãèÿ� 
⇒ 

� ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� 

Âåðí¼ìñ� � ïðèìåð� 10.4 � íàéä¼� äîìèíèðóþùè� ìíîæåñòâà. Ïåð
âó� ñòðîê� ì� âû÷åðêíóëè, òà� êà� îí� ñòðîã� äîìèíèðóåì� êîìáè
íàöèå� âòîðî� � òðåòüå� ñòðîê. Ðàññìîòðè� âòîðó� ìàòðèöó. Ìîæí� 
çàìåòèòü, ÷ò� ïåðâû� ñòîëáå� ñòðîã� äîìèíèðóåòñÿ, íàïðèìåð, âòîðû� 
ñòîëáöîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâû� ñòîëáå� ìîæí� âû÷åðêíóòü. Ïîëó÷à
åì, ÷ò� 
{2, 3} × {2, 3} � Z. 

Òåïåð� ñôîðìóëèðóå� òåîðåì� � ñâÿç� èñêëþ÷åíè� äîìèíèðóåìû� 
ñòðàòåãè� � ïîèñê� ñìåøàííû� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Òåîðåì� 10.4. 1) Ïóñò� ìíîæåñòâ� Z = X × Y ñòðîã� äîìèíèðó
å� ìíîæåñòâ� Z = X × Y � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Òîãä� äë� ëþáî� 
ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (p0, q0) âûïîëíåí� óñëîâè� 

i /∈ X pi 
0 = 0; ⇒ 

j /∈ Y qj 
0 = 0.⇒ 

2) Ïóñò� ìíîæåñòâ� Z = X × Y ñëàá� äîìèíèðóå� ìíîæåñòâ� 
Z = X × Y � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� � (p, q) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � 
èãð� � ìàòðèöàì� 

A = (aij)i∈X j∈Y , B = (bij)i∈X j∈Y . 
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Îïðåäåëè� ñìåøàííû� ñòðàòåãè�


pi, i ∈ X, qj, j ∈ Y , 0 0 0 0 p : pi = q : qj = 
0, i ∈ X\X; 0, j ∈ Y \Y . 

Òîãä� (p0, q0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èñõîäíî� èãð� Γ. 

Óïðàæíåíè� 10.2. Äîêàæèò� òåîðåì� 10.4. 

Îáñóäè� ñìûñ� òåîðåìû. Âòîðî� óòâåðæäåíè� ãîâîðè� � òîì, ÷ò� åñ
ë� ðåäóöèðîâàííà� èãð� ïîëó÷åí� ïóòå� èñêëþ÷åíè� ñëàá� äîìèíèðó
åìû� ñòðàòåãèé, ò� êàæäîì� ñìåøàííîì� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� (p, q) � 
ýòî� ðåäóöèðîâàííî� èãð� áóäå� ñîîòâåòñòâîâàò� ñìåøàííî� ðàâíîâåñè� 
ï� Íýø� (p0, q0) � èñõîäíî� èãðå, îïðåäåëÿåìî� ï� óêàçàííîì� ïðàâèëó. 
Ïåðâî� óòâåðæäåíè� òåîðåì� ïîêàçûâàåò, ÷ò� ïð� âû÷¼ðêèâàíè� ñòðî� � 
ñòîëáöî� ï� ñòðîãîì� äîìèíèðîâàíè� ì� í� òåðÿå� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Òàêè� îáðàçîì, ïð� ïîèñê� âñå� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� ìîæí� âû÷åðê
íóò� âñ� ñòðîã� äîìèíèðóåìû� ñòðîê� � ñòîëáö� � èñêàò� ðàâíîâåñè� � 
ðåäóöèðîâàííî� èãðå. Äîïîëíè� íóëÿì� íàéäåííî� ðàâíîâåñèå, ì� ïî
ëó÷è� ðàâíîâåñè� ñìåøàííî� � èñõîäíî� èãðå. Åñë� íåîáõîäèì� íàéò� 
õîò� á� îäí� ñìåøàííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, òîãä� ìîæí� âû÷¼ðêèâàò� 
ñòðîê� � ñòîëáö� ï� íåñòðîãîì� äîìèíèðîâàíèþ. Èñêëþ÷åíè� ñòðî� � 
ñòîëáöî� ïîçâîëÿå� ñîêðàòèò� ïåðåáî� ïîäìàòðè� äë� ïîèñê� ðàâíîâå
ñè� ï� Íýøó. � ïðèìåð� 10.4 ïîñë� èñêëþ÷åíè� ñòðîã� äîìèíèðóåìû� 
ñòðàòåãè� ïîëó÷è� ðåäóöèðîâàííó� èãð� 

A = 
−1 7 

, B = 
3 1 

. 
3 0 −2 1 

� ýòî� èãð� ñèòóàöè� (p, q) = ((3/5, 2/5), (7/11, 4/11)) ÿâëÿåòñ� åäèí
ñòâåííû� ñìåøàííû� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèòóàöè� 
(p0, q0) = ((0, 3/5, 2/5), (0, 7/11, 4/11)) ÿâëÿåòñ� ñìåøàííû� ðàâíîâåñèå� 
ï� Íýø� � èñõîäíî� èãð� Γ. 

Ïðèìå� 10.5. Ðàññìîòðè� èãð� Γ � ìàòðèöàì� ⎛ 
2 0 6 0 7 2 6 0


A =

⎝
3 2 0 4


0 3 7 0


⎠
 , B =

⎝
0 1 0 4


0 2 2 3


⎠
 .


1 1 3 1 5 3 4 3 
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Èùå� ìàêñèìàëüíû� ýëåìåíò� � ñòîëáöà� ïåðâî� ìàòðèöû. � ÷è
ñòû� ñòðàòåãèÿ� äîìèíèðîâàíè� íåò. Ðàññìîòðè� äîìèíèðîâàíè� � ñìå
øàííû� ñòðàòåãèÿõ. Âèäíî, ÷ò� ÷åòâ¼ðòà� ñòðîê� ñòðîã� äîìèíèðóåòñ� 
êîìáèíàöèå� âòîðî� � òðåòüå� ñòðî� � âåñàì� 1/2. Ïîýòîì� å� ìîæí� 
âû÷åðêíóòü. 

Òåïåð� íàéä¼� ìàêñèìàëüíû� ýëåìåíò� � ñòðîêà� âòîðî� (ðåäóöè
ðîâàííîé) ìàòðèöû. Âòîðî� ñòîëáå� ñòðîã� äîìèíèðóåòñ� êîìáèíàöèå� 
ïåðâîã� � ÷åòâ¼ðòîã� ñòîëáöî� � âåñàì� 1/3 − ε � 2/3 + ε ïð� ìàëû� 
ε > 0. Ì� ìîæå� âû÷åðêíóò� âòîðî� ñòîëáåö. Ñëåäîâàòåëüíî, {1, 2, 3}× 
{1, 3, 4} � Z. � ðåçóëüòàò� èñêëþ÷åíè� ÷åòâåðòî� ñòðîê� � âòîðîã� ñòîëá
ö� ïîëó÷è� ñëåäóþùè� ðåäóöèðîâàííû� ìàòðèöû: ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ 

2 6 0 7 6 0 
A = 3 0 4⎠ , B = 0 0 4 . 

0 7 0 0 2 3 

Ïîâòîðÿå� ïðîöåäóð� ïîñëåäîâàòåëüíîã� èñêëþ÷åíè� ñòðàòåãè� äë� 
ðåäóöèðîâàííû� ìàòðèö. Èùå� ìàêñèìàëüíû� ýëåìåíò� � ñòîëáöà� ïåð
âî� ìàòðèöû. � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿ� äîìèíèðîâàíè� íåò. Ðàññìîòðè� äî
ìèíèðîâàíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Âòîðó� � òðåòü� ñòðîê� èñêëþ
÷èò� íåâîçìîæíî, òà� êà� � íè� ñîäåðæàòñ� ìàêñèìàëüíû� ï� ñòîëáöà� 
ýëåìåíòû. Ïåðâà� ñòðîê� í� ñîäåðæè� í� îäíîã� ìàêñèìàëüíîã� ï� ñòîëá
ö� ýëåìåíòà, îäíàêî, å� òàêæ� íåâîçìîæí� èñêëþ÷èòü, òà� êà� îí� í� 
äîìèíèðóåòñ� í� îäíî� ëèíåéíî� êîìáèíàöèå� âòîðî� � òðåòüå� ñòðîêè. 
Àíàëîãè÷íî, íåâîçìîæí� èñêëþ÷èò� í� îäè� ñòîëáå� â� âòîðî� ìàòðèöå. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóð� èñêëþ÷åíè� ï� äîìèíèðîâàíè� ñìåøàííûì� 
ñòðàòåãèÿì� çàâåðøåí� � {1, 2, 3} × {1, 3, 4} = Z. 

Ïîçèòèâíû� ïîäõî� � ïîíÿòè� ðàâíîâåñè� 

Ñëåäóå� îòìåòèòü, ÷ò� èñïîëüçîâàíè� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� � ïîìî
ùü� ìåõàíèçì� áðîñàíè� ìîíå� èë� äðóãè� ïîäîáíû� ìåõàíèçìî� í� 
õàðàêòåðí� äë� ðåàëüíîã� ïîâåäåíè� ëþäåé. Äðóãà� èíòåðïðåòàöè� ñìå
øàííû� ðàâíîâåñè� îòíîñÿòñ� � èãðàì, ñîîòâåòñòâóþùè� òèïè÷íû� êîí
ôëèêòíû� ñèòóàöèÿì, � êîòîðû� ïðèíèìàþ� ó÷àñòè� ìíîã� èíäèâèäóó
ìîâ. Òàêè� ñèòóàöè� îïèñàí� � ïðèìåðà� 9.1-4: ìíîæåñòâ� ïîêóïàòåëå� 
ïðèõîäè� í� ðûíî� � ñòàëêèâàåòñ� � ìíîæåñòâî� ïðîäàâöîâ; ðàçëè÷íû� 
ïàð� âîäèòåëå� ñòàëêèâàþòñ� � ïåðåêðåñòêî� � ò.ï. Ïîçèòèâíû� ïîäõî� 
� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� ïðåäïîëàãàåò, ÷ò� êàæäà� òàêà� 
ñòðàòåãè� îïèñûâàå� ðàñïðåäåëåíè� èíäèâèäóóìî� � ñîîòâåòñòâóþùå� 
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ðîëè. Íàïðèìåð, åñë� (p0, q0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èãð� "ïðîäàâåö
ïîêóïàòåëü"(ïðèìå� 9.1), ò� í� ïðàêòèê� äîë� p1

0 ïðîäàâöî� âåäå� ñåá� 
÷åñòíî, � äîë� p2

0 îáìàíûâàåò, äîë� q1
0 ïîêóïàòåëå� í� ïðîâåðÿå� êóï

ëåííû� òîâàð, � îñòàëüíû� ïðîâåðÿþò, � ò.ï. Î÷åâèäíî, ÷ò� ëèø� åñë� 
ðàñïðåäåëåíè� ï� ñòðàòåãèÿ� � êàæäî� ðîë� ñîîòâåòñòâóþ� ñìåøàííû� 
ðàâíîâåñèÿ� ï� Íýøó, ò� í� � êîã� í� áóäå� ñòèìóë� ïîìåíÿò� ñòðàòå
ãè� ïîâåäåíèÿ. Ôîðìàëüí� ýò� îòðàæåí� � ëåìì� 10.1 � òåîðåì� 10.1. 
Ïîýòîì� ìîæí� îæèäàòü, ÷ò� ñòàáèëüíû� ðàñïðåäåëåíè� ï� ñòðàòåãè
ÿ� � ðåàëüíû� âçàèìîäåéñòâèÿ� áîëüøè� ãðóï� îòâå÷àþ� ñìåøàííû� 
ðàâíîâåñèÿ� ï� Íýøó. Òåîðåòè÷åñêî� îáîñíîâàíè� ýòîã� òåçèñ� äàþ� äè
íàìè÷åñêè� ìîäåë� ïîâåäåíè� (ñì. � 14.). Ïðèìåðî� ìîäåë� ïîâåäåíè� 
èãðîêî� ìîæå� ñëóæèò� ìåòî� Áðàóí� ôèêòèâíîã� ðàçûãðûâàíè� ìàò
ðè÷íî� èãðû, èçëîæåííû� � � 5. Àíàëîãè÷íû� ìåòî� ìîæí� ïðèìåíÿò� 
� äë� ïîèñê� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � áèìàòðè÷íû� èãðà� ñïåöèàëüíîã� 
âèäà. 

Îïðåäåëåíèå. Èãð� Γ � ìàòðèöàì� A � B íàçîâå� ýêâèâàëåíòíî� àí
òàãîíèñòè÷åñêîé, åñë� íàéäåòñ� òàêà� ìàòðèö� A� = (a′ij)m×n (àíòàãîíè
ñòè÷åñêî� èãðû) � íàéäóòñ� òàêè� ÷èñë� fj, j = 1, ..., n, gi, i = 1, ..., m, 
÷ò� 

aij = a′ij + fj, bij = −a′ij + gi, i = 1, ..., m, j = 1, ..., n. (10.7) 

Çàìåòèì, ÷ò� ìàòðèö� A� � êîýôôèöèåíò� fj, gi çäåñ� îïðåäåëÿþòñ� í� 
îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñë� îí� óäîâëåòâîðÿþ� ðàâåíñòâà� (10.7), 
ò� äë� ëþáîã� ÷èñë� c ìàòðèö� � ýëåìåíòàì� a′ij + c � êîýôôèöèåíò� 
fj − c, gi + c òàêæ� óäîâëåòâîðÿþ� (10.7). 

Åñë� èãð� Γ ýêâèâàëåíòí� àíòàãîíèñòè÷åñêîé, ò� ñóìì� å� ìàòðè� 
ïðåäñòàâèì� � âèä� A + B = (gi + fj)m×n. Îáðàòíî, åñë� òàêî� ïðåäñòàâ
ëåíè� èìåå� ìåñòî, ò� Γ ýêâèâàëåíòí� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� � ìàòðèöå� 
A� = (aij − fj)m×n = (−bij + gi)m×n. 

Óïðàæíåíè� 10.3. Ïóñò� áèìàòðè÷íà� èãð� Γ ýêâèâàëåíòí� àíòàãî
íèñòè÷åñêî� èãð� � ìàòðèöå� A′, � f1 = 0. Âûðàçèò� ýëåìåíò� ìàòðèö� 
A� ÷åðå� ýëåìåíò� ìàòðè� A � B. 

Óïðàæíåíè� 10.4. Ïóñò� áèìàòðè÷íà� èãð� Γ ýêâèâàëåíòí� àíòàãî
íèñòè÷åñêî� èãð� Γ′. Äë� òîã� ÷òîá� ïàð� (p0, q0) áûë� ñåäëîâî� òî÷êî� � 
ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� Γ′, íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, ÷òîá� (p0, q0) 
áûë� ñèòóàöèå� ðàâíîâåñè� èãð� Γ. Äîêàæèòå. 
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Îïðåäåëè� èòåðàöèîííû� ïðîöåññ, àíàëîãè÷íû� ïðîöåññ� Áðàóí� è� 
� 5. 

Øà� 1. Èãðîê� âûáèðàþ� ïðîèçâîëüí� ñòðàòåãè� i1 � j1. 
Ïóñò� ç� k ïîâòîðåíè� èãð� ïåðâû� èãðî� âûáðà� ñòðàòåãè� i1, ..., ik, 

� âòîðî� − ñòðàòåãè� j1, ..., jk. Ïð� ýòî� p(k) � q(k) − ñîîòâåòñòâóþùè� 
âåêòîð� ÷àñòîò. 

Øà� k + 1. Èãðîê� âûáèðàþ� ñòðàòåãè� ik+1 � jk+1 è� óñëîâè� 

A(ik+1, q(k)) = max A(i, q(k)), B(p(k), jk+1) = max B(p(k), j). 
1≤i≤m 1≤j≤n 

Êàæäû� èãðî� âûáèðàå� ñâî� ÷èñòó� ñòðàòåãè� êà� íàèëó÷øè� îòâå� 
í� ñîîòâåòñòâóþùè� âåêòî� ÷àñòî� ïàðòíåðà. Åñë� íàèëó÷øè� îòâåòî� 
íåñêîëüêî, ò� âûáèðàåòñ� ëþáî� è� íèõ. 

Òåîðåì� 10.5. Ïóñò� áèìàòðè÷íà� èãð� Γ ýêâèâàëåíòí� àíòàãîíè
ñòè÷åñêîé. Òîãä� ëþáà� ïðåäåëüíà� òî÷ê� (p0, q0) ïîñëåäîâàòåëüíîñò� 
{(p(k), q(k))} èòåðàöèîííîã� ïðîöåññ� ÿâëÿåòñ� ñèòóàöèå� ðàâíîâåñè� èã
ð� Γ. 

Óïðàæíåíè� 10.5. Äîêàæèò� òåîðåì� 10.5. 

Åñë� áèìàòðè÷íà� èãð� Γ í� ýêâèâàëåíòí� àíòàãîíèñòè÷åñêîé, ò� 
óòâåðæäåíè� òåîðåì� 10.5 ìîæå� áûò� íåâåðíûì. Âñ� îñòàâøàÿñ� ÷àñò� 
ïàðàãðàô� áóäå� ïîñâÿùåí� äîêàçàòåëüñòâ� ýòîã� ôàêòà. � êà÷åñòâ� ïðè
ìåð� ðàññìîòðè� èãð� Γ è� óïðàæíåíè� 10.1 c ìàòðèöàì� ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ 

2 0 1 1 0 2 
A = 1 2 0⎠ , B = 2 1 0 , 

0 1 2 0 2 1 

� êîòîðî� ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííî� ñìåøàííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� 
(p0, q0) = ((1/3, 1/3, 1/3), (1/3, 1/3, 1/3)). 

Ïóñò� ei ∈ E3 − âåêòîð, i-à� êîìïîíåíò� êîòîðîã� ðàâí� 1, � äâ� 
äðóãè� ðàâí� íóëþ. Ïóñò� � (k + 1)-ã� ï� (k + s)-û� øà� ïåðâû� èãðî� 
âûáèðà� ÷èñòó� ñòðàòåãè� i. Òîãä� 

kp(k) + sei k s i p(k + s) = = p(k) + e . 
k + s k + s k + s 

Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� òî÷ê� p(k + t) ïð� èçìåíåíè� t = 0, 1, ..., s, ïåðå
ìåùàåòñ� âäîë� îòðåçê� [p(s), ei] î� òî÷ê� p(s) ä� òî÷ê� p(k + s). Àíà
ëîãè÷íà� ôîðìóë� ìîæå� áûò� çàïèñàí� � äë� âåêòîðî� ÷àñòî� âòîðîã� 
èãðîêà. 
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Ïóñò� í� íåêîòîðî� k-î� øàã� (k > 1) âîçíèêë� ïàð� (ik, jk) = (1, 1). 
Ýò� îçíà÷àåò, ÷ò� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

A(1, q(k − 1)) ≥ A(i, q(k − 1)), i = 2, 3,

B(p(k − 1), 1) ≥ B(p(k − 1), j), j = 2, 3.


Òîãä� 

A(1, q(k)) = 
(k − 1)A(1, q(k − 1)) + A(1, e1)

= 
k 

=
(k − 1)A(1, q(k − 1)) + 2 

> 
(k − 1)A(2, q(k − 1)) + 1 

= A(2, q(k)). 
k k 

Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� A(1, q(k)) > A(3, q(k)). Ïîýòîì� íåîáõî
äèì� ik+1 = 1. Äàëåå, 

(k − 1)B(p(k − 1), 1) + B(e1 , 1)
B(p(k), 1) = = 

k 

=
(k − 1)B(p(k − 1), 1) + 1 

> 
(k − 1)B(p(k − 1), 2) 

= B(p(k), 2)
k k 

è, ñëåäîâàòåëüíî, jk+1 = 2. 
Òàêè� îáðàçîì, í� (k +1)-� øàã� âîçíèêíå� ïàð� (1,1) èë� (1,3). Ïðè

÷å� ïîñë� íåñêîëüêè� âîçìîæíû� ïîâòîðåíè� ïàð� (1,1) îáÿçàòåëüí� ïå
ðåéäå� � ïàð� (1,3). Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� ïîñë� ïàð� (1,3) ïðî
öåñ� îáÿçàòåëüí� ïåðåéäå� � ïàð� (3,3) � ò.ä. ï� ñõåì� 

(1, 1) (1, 3) (3, 3) (3, 2) (2, 2) (2, 1) (1, 1).→ → → → → →
Ïóñò� í� (k + 1)-� øàã� ïðîöåñ� ïåðåøå� � ïàð� (2,1) í� ïàð� (1,1) 

(ò.å. ik = 2, jk = 1, ik+1 = jk+1 = 1), í� (k + s + 1)-� øàã� − � ïàð� (1,1) 
í� ïàð� (1,3), � í� (k + s + t + 1)-� øàã� − � ïàð� (1,3) í� ïàð� (3,3): 

k k+s k+s+t 

..., (2, 1), (1, 1), ..., (1, 1), (1, 3), ..., (1, 3), (3, 3), ... 

Òîãä� A(1, q(k)) ≥ A(3, q(k)) � 

kA(3, q(k)) + sa31 + ta33
A(3, q(k + s + t)) = ≥ A(1, q(k + s + t)) = 

k + s + t 

kA(1, q(k)) + sa11 + ta13 kA(3, q(k)) + sa11 + ta13 
= 

k + s + t 
≥ 

k + s + t
. 

Îòñþä� ïîëó÷àå� íåðàâåíñòâ� sa31 + ta33 ≥ sa11 + ta13 èë� t ≥ 2s. 
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� 10. Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � áèìàòðè÷íû� èãðà�


Èòàê, "ïðåáûâàíèå"ïðîöåññ� � åã� îñòàíîâê� í� ïàð� (1,3) áóäå� ï� 
êðàéíå� ìåð� � äâ� ðàç� ïðîäîëæèòåëüíåå, ÷å� í� íåïîñðåäñòâåíí� ïðåä
øåñòâîâàâøå� îñòàíîâê� í� ïàð� (1,1). Òî÷í� òà� æ� ïîñëåäóþùà� îñòà
íîâê� í� ïàð� (3,3) ï� êðàéíå� ìåð� � äâ� ðàç� ïðîäîëæèòåëüíåå, ÷å� í� 
ïàð� (1,3) � ò.ä. 

Òåïåð� ðàññìîòðèì, êà� ìåíÿþòñ� ñòðàòåãè� èãðîêîâ. Åñë� ïåðâû� 
èãðî� í� íåêîòîðî� øàã� èñïîëüçóå� ñòðàòåãè� 1, ò� � äàëüíåéøå� î� 
å� ñìåíè� í� ñòðàòåãè� 3, ïîòî� ñòðàòåãè� 3 í� ñòðàòåãè� 2 � ò.ä. ï� 
ñëåäóþùåì� öèêëó: 1 3 2 1. Ðàçîáüå� ðàññìàòðèâàåìû� ïðîöåñ� → → →
í� îòðåçê� øàãî� ïîñòîÿííîã� èñïîëüçîâàíè� ïåðâû� èãðîêî� ñâîè� ÷è
ñòû� ñòðàòåãèé. Äëèí� òàêîã� îòðåçê� − ýò� ÷èñë� ñîäåðæàùèõñ� � íå� 
øàãîâ. 

Ëåìì� 10.1. Äëèí� îòðåçê� ïîñòîÿííîã� èñïîëüçîâàíè� ïåðâû� èã
ðîêî� ëþáî� ÷èñòî� ñòðàòåãè� áîëåå, ÷å� � òð� ðàç� ïðåâûøàå� ÷èñë� 
øàãî� ïðîöåññà, ïðåäøåñòâîâàâøè� äàííîì� îòðåçêó. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Áå� ïîòåð� îáùíîñò� áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� ïðîöåñ� 
íà÷èíàåòñ� � ïàð� ñòðàòåãè� (i1, j1) = (1, 1). Ïóñò� ïåðâû� èãðî� l1 = 
1 + s ðà� ïîäðÿä, íà÷èíà� � ïåðâîã� øàãà, âûáèðà� ñòðàòåãè� 1 ( îäè� 
ðà� ïð� ïàð� (1,1) � s ðà� ïð� ïàð� (1,3)). Äàëåå, ïóñò� î� l3 = t + h 
ðà� âûáèðà� ñòðàòåãè� 3 ( t ðà� ïð� ïàð� (3,3) � h ðà� ïð� ïàð� (3,2)). 
Çàòå� î� l2 ðàç� ïîäðÿ� âûáèðà� ñòðàòåãè� 2. Òîãäà, ñîãëàñí� ðàíå� 
äîêàçàííîìó, s ≥ 2, t ≥ 2s, h ≥ 2t ≥ 4s ⇒ l3 = t + h ≥ 6s. Í� l1 = 1+ s ≤
3s/2 ≤ l3/4. Ñëåäîâàòåëüíî, l3 ≥ 4l1 > 3l1. Àíàëîãè÷í� ìîæí� äîêàçàò� 
íåðàâåíñòâ� l2 ≥ 4l3 > 3(l1 + l3). 

Èòàê, óòâåðæäåíè� ëåìì� äîêàçàí� äë� íà÷àëüíû� îòðåçêî� èñïîëü
çîâàíè� ñòðàòåãè� 1,3 � 2. Çàâåðøè� äîêàçàòåëüñòâ� èíäóêöèå� ï� ÷èñë� 
îòðåçêî� èñïîëüçîâàíè� ïåðâû� èãðîêî� ñâîè� ñòðàòåãèé. 

Ïóñò� ik = 3 è, íà÷èíà� � (k + 1)-ã� øàãà, ïåðâû� èãðî� l2
′ ðà� èñ

ïîëüçîâà� ñòðàòåãè� 2, çàòå� � (k + l2
′ + 1)-ã� øàã� î� l1

′ ðà� èñïîëüçîâà� 
ñòðàòåãè� 1 � äàëå� ñòðàòåãè� 3. Òîãä� l1

′ ≥ 4l2
′ (ýò� äîêàçûâàåòñ� àíà

ëîãè÷í� íåðàâåíñòâ� l1 ≥ 4l2). Èíäóêòèâíî� ïðåäïîëîæåíè� ñîñòîè� � 
âûïîëíåíè� íåðàâåíñòâ� l2

′ > 3k. Í� òîãä� l1
′ ≥ 4l2

′ > 3(l2
′ + k). 

È� ëåìì� íåïîñðåäñòâåíí� âûòåêàåò, ÷ò� åñë� � ìîìåí� k +1 ïåðâû� 
èãðî� ìåíÿå� ñâî� ñòðàòåãè� i (ik = i, ik+1 6= i), ò� i-à� êîìïîíåíò� 
âåêòîð� p(k) áîëüø� 3/4. 

Ïîñìîòðèì, êà� ïåðåìåùàåòñ� òî÷ê� p(k) � ñèìïëåêñ� P − ìíîæåñòâ� 
âñå� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. Èñïîëüçó� áàðèöåíòðè÷åñêè� 
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êîîðäèíàòû, ñèìïëåê� P ìîæí� èçîáðàçèò� í� ïëîñêîñò� � âèä� ðàâíî
ñòîðîííåã� òðåóãîëüíèê� (ñì. êîììåíòàðè� � ðèñ. 4.1). Í� ðèñ. 10.3 òî÷ê� 
M, N, � K ðàçáèâàþ� ñòîðîí� òðåóãîëüíèê� P � îòíîøåíè� 3:1. Îòðåçê� 
[e1,M ], [e2, K] � [e3, N ], ïåðåñåêàÿñü, îáðàçóþ� âíóòðåííè� òðåóãîëüíè� 
ABC. 

1e



� B

B
JbJ′′′ bNp 

� A�B�� 

p� 
Kb
b
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�
�

� B
B
� 

J
J
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 �C B J�

XXX�XXXXXXXXXXXJ
�

� B 

B
B� pb′� � 

e3 M e2 

Ðèñ. 10.3 

� òå÷åíè� íåñêîëüêè� íà÷àëüíû� øàãî� òî÷ê� p(k) íàõîäèòñ� � âåð
øèí� e1 . Çàòå� îí� ïåðåìåùàåòñ� âäîë� îòðåçê� [e1, e3] ä� íåêîòîðî� òî÷
ê� p′, ìèíó� ïð� ýòî� òî÷ê� K. Äàëå� òî÷ê� p(k) äâèæåòñ� âäîë� îòðåçê� 
[p′, e2] ä� íåêîòîðî� òî÷ê� p′′, ïåðåñåêà� îòðåçî� [e1,M ]. Çàòå� îí� ïåðå
ìåùàåòñ� âäîë� îòðåçê� [p′′, e1] ä� íåêîòîðî� òî÷ê� p′′′, ïåðåñåêà� îòðåçî� 
[e3, N ], � ò.ä. Ïð� ýòî� òî÷ê� p(k) íèêîãä� í� áóäå� íàõîäèòüñ� âíóòð� 
òðåóãîëüíèê� ABC, ñîäåðæàùåã� òî÷ê� p0 = (1/3, 1/3, 1/3). Ïîýòîì� p0 

í� ÿâëÿåòñ� ïðåäåëüíî� òî÷êî� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {p(k)}. Àíàëîãè÷
í� äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� q0 = (1/3, 1/3, 1/3) í� ÿâëÿåòñ� ïðåäåëüíî� òî÷êî� 
ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {q(k)}. 

��11. Èåðàðõè÷åñêè� èãð� äâó� ëè� 

Çäåñ� ì� ðàññìàòðèâàå� èãð� äâó� ëèö, � êîòîðû� èãðîê� ïðåæäå, 
÷å� âûáðàò� ñòðàòåãè� x ∈ X, y ∈ Y , ïðåäâàðèòåëüí� îáìåíèâàþòñ� 
èíôîðìàöèå� � ñâîè� âûáîðàõ. Òàêîã� ðîä� èãð� îïèñûâàþ� âçàèìîäåé
ñòâè� ìåæä� âåðõíè� � íèæíè� çâåíüÿì� óïðàâëåíè� (íà÷àëüíèêî� � 
ïîä÷èíåííûì, öåíòðî� � ïðîèçâîäèòåëå� ïðîäóêöè� � ò.ï.) � íàçûâà
þòñ� èåðàðõè÷åñêèìè. Áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� ïåðâû� èãðî� îñóùåñòâëÿå� 
óïðàâëåíè� âòîðû� èãðîêî� � äåëàå� ñîîáùåíè� ïåðâûì. 
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� 11. Èåðàðõè÷åñêè� èãð� äâó� ëè�


Ðàññìîòðè� èñõîäíó� èãð� äâó� ëè� � íîðìàëüíî� ôîðì� 
Γ = X, Y, F (x, y), G(x, y) , í� îñíîâ� êîòîðî� áóäå� ñòðîèò� èåðàðõè÷å
ñêè� èãðû. Ïð� ýòî� íà� áóäå� èíòåðåñîâàò� íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàí
íû� ðåçóëüòà� (âûèãðûø), êîòîðû� ìîæå� ïîëó÷èò� � èãð� ïåðâû� èã
ðîê. � äàííî� ïàðàãðàô� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ò� ôóíêöè� F (x, y) � G(x, y) 
íåïðåðûâí� í� ïðîèçâåäåíè� X×Y êîìïàêòî� ìåòðè÷åñêè� ïðîñòðàíñòâ. 

Èãð� Γ1. Ïåðâû� èãðî� âûáèðàå� ñòðàòåãè� x ∈ X � ñîîáùàå� å� âòî
ðîìó. Çàòå� âòîðî� èãðî� âûáèðàå� ñòðàòåãè� y ∈ Y , çíà� x. Ïð� ýòî� 

2
áóäå� èñïîëüçîâàò� ñõåìàòè÷íó� çàïèñ� x→y. Ñìûñ� ïîäîáíû� ñîîáùå
íè� î÷åâèäå� � òå� ñëó÷àÿõ, êîãä� èíòåðåñ� èãðîêî� áëèçêè. Íàïðèìåð, 
åñë� â� ðåøèë� � êåì-íèáóä� âñòðåòèòüñÿ, ò� ñîîáùàåòå, êóä� ïðèäå
òå. Èãð� Γ1 ÿâëÿåòñ� íåàíòàãîíèñòè÷åñêî� îäíîøàãîâî� èãðî� � ïîëíî� 
èíôîðìàöèåé. 

Ýêîíîìè÷åñêà� èíòåðïðåòàöèÿ: ïåðâû� èãðî� (öåíòð) ñîîáùàå� âòî
ðîì� èãðîê� (ïðîèçâîäèòåë� ïðîäóêöèè) öåí� x í� ïðîäóêöèþ. Âòîðî� 
èãðî� âûïóñêàå� ïðîäóêöè� � êîëè÷åñòâ� y, çíà� öåí� x. 

Ïîëåçí� çàïèñàò� èãð� Γ1 � íîðìàëüíî� ôîðìå. Âòîðî� èãðî� èñ
ïîëüçóå� ñòðàòåãè� âèä� g : X Y . Ìíîæåñòâ� âñå� òàêè� ñòðàòåãè� →
îáîçíà÷è� ÷åðå� {g}. Òîãä� 

Γ1 = X, {g}, F (x, g), G(x, g) , 

def def 
ãä� F (x, g) = F (x, g(x)), G(x, g) = G(x, g(x)). 

Íàéäå� íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� F1 ïåðâîã� èãðîê� � 
èãð� Γ1. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� âòîðî� èãðîê, çíà� x, âûáèðàå� 

y ∈ Y (x) = Argmax G(x, y), 
y∈Y 

ò.å. ìàêñèìèçèðóå� ñâî� ôóíêöè� âûèãðûø� G(x, y). Ïåðâû� èãðî� çíà
å� ôóíêöè� âûèãðûø� âòîðîã� èãðîêà, åì� òàêæ� èçâåñòíî, ÷ò� âòîðî� 
áóäå� âûáèðàò� ñòðàòåãè� è� ìíîæåñòâ� Y (x), í� î� í� çíàå� êîíêðåò
íîã� âûáîð� y ∈ Y (x). 

Âåëè÷èí� W (x) = min F (x, y) íàçûâàåòñ� îöåíêî� ýôôåêòèâíîñò� 
y∈Y (x) 

(ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòàòîì) ñòðàòåãè� x. 
Çàìåòèì, ÷ò� ìíîæåñòâ� Y (x) − íåïóñòî� � ÿâëÿåòñ� êîìïàêòîì. Ñëå

äîâàòåëüíî, min äîñòèãàåòñ� � íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� 

èìåå� âè� 
y∈Y (x) 
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F1 = sup min F (x, y). 
x∈X y∈Y (x) 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñò� çàäàí� ε > 0. Ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� xε íàçû
âàåòñ� ε-îïòèìàëüíî� � èãð� Γ1, åñë� W (xε) ≥ F1 − ε. 

� äàëüíåéøå� ì� ïðèâåäå� ïðèìåð, � êîòîðî� sup í� äîñòèãàåòñÿ. 
x∈X 

Ðåøèò� èãð� Γ1 − ýò� çíà÷è� íàéò� âåëè÷èí� F1 � ε-îïòèìàëüíó� ñòðà
òåãè� xε ïð� çàäàííî� ε > 0. 

Èãð� Γ2. Ïåðâû� èãðî� ïåðå� âûáîðî� x èìåå� ïîëíó� èíôîðìàöè� 
î� y. Î� õîäè� ïåðâû� � ñîîáùàå� âòîðîì� èãðîê� ñòðàòåãè� âèä� f : 
Y X. Ìíîæåñòâ� âñå� òàêè� ñòðàòåãè� îáîçíà÷è� ÷åðå� {f}. Ñõåì� → 

2 1
ñîîáùåíè� � èãð� Γ2 : f → y → x = f(y). 

Ýêîíîìè÷åñêà� èíòåðïðåòàöèÿ: f(y) − âåëè÷èí� ïðåìèè, îáåùàåìà� 
öåíòðî� ç� ïðîèçâåäåííó� ïðîäóêöè� y. 

Íàéäå� âûðàæåíè� äë� íàèëó÷øåã� ãàðàíòèðîâàííîã� ðåçóëüòàò� F2 

ïåðâîã� èãðîê� � èãð� Γ2. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� âòîðî� èãðîê, çíà� f, âûáè
ðàå� y è� ìíîæåñòâ� Y (f) =Argmax G(f(y), y). Ìíîæåñòâ� Y (f) ìîæå� 

y∈Y 
îêàçàòüñ� ïóñòûì, åñë� ôóíêöè� f ðàçðûâíà. � ñëó÷à� ïóñòîã� Y (f) áó
äå� ñ÷èòàòü, ÷ò� âòîðî� èãðî� ìîæå� âûáðàò� ëþáó� ñòðàòåãè� y ∈ Y. 
Îïðåäåëè� ìíîæåñòâ� 

Y (f), Y (f) = ∅,
Y ∗(f) = 

6
Y, Y (f) = ∅. 

� ñäåëàííû� ïðåäïîëîæåíèÿ� âòîðî� èãðî� âûáèðàå� y ∈ Y ∗(f) � îöåíê� 
ýôôåêòèâíîñò� ñòðàòåãè� f çàäàåòñ� ôîðìóëî� 

W (f) = inf F (f(y), y). 
y∈Y ∗(f) 

Íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� ïåðâîã� èãðîê� èìåå� âè� 

F2 = sup inf F (f(y), y). 
f∈{f} y∈Y ∗(f) 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñò� çàäàí� ε > 0. Ñòðàòåãè� f ε íàçûâàåòñ� 
ε-îïòèìàëüíî� � èãð� Γ2, åñë� W (f ε) ≥ F2 − ε. 

Ïîèñ� âåëè÷èí� F2 ï� óêàçàííî� ôîðìóë� âåñüì� ñëîæåí, òà� êà� 
ñâÿçà� � ðåøåíèå� îïòèìèçàöèîííî� çàäà÷� í� ìíîæåñòâ� ôóíêöè� {f}. 
Ì� äàëå� óïðîñòè� ôîðìóë� äë� F2 òàêè� îáðàçîì, ÷òîá� îïòèìèçàöè� 
âåëàñ� ï� èñõîäíû� ìíîæåñòâà� X � Y. 

Èãð� Γ3. Ïóñò� âòîðî� èãðî� èãðàå� ïðîòè� ïåðâîã� � èãð� Γ∗ 2, ò.å. 
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ñîîáùàå� åì� ñòðàòåãè� g : X Y (ôóíêöè� îòâåòà). Ïåðâû� èãðî� →
� èãð� Γ3 ïåðâû� ñîîáùàå� âòîðîì� ñòðàòåãè� f1 : {g} → X. Ñõåì� 

2 1 2
ñîîáùåíè� � èãð� Γ3 : f1 → g → x = f1(g) → y = g(x). 

Ýêîíîìè÷åñêà� èíòåðïðåòàöèÿ: f1(g) − âåëè÷èí� ðåñóðñà, êîòîðû� 
âûäåëÿå� öåíò� ïðîèçâîäèòåë� ïðîäóêöèè, êîãä� òî� ñîîáùàå� åì� ñâî� 
ïðîèçâîäñòâåííû� âîçìîæíîñò� ( ôóíêöè� g ). 

Íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� ïåðâîã� èãðîê� � èãð� Γ3 èìå
å� âè� 

F3 = sup inf F (f1(g), g), 

ãä� 
f1∈{f1} g∈Y 

∗(f1) 

Y (f1), Y (f1) = ∅,
Y ∗(f1) = 

6
Y (f1) = Arg max G(f1(g), g). {g}, Y (f1) = ∅, g∈{g} 

Âåðíåìñ� � èãð� Γ2. Íàéäå� áîëå� ïðîñòó� ôîðìóë� äë� F2. Ïîëîæè� 
X(y) =Argmax F (x, y) − ìíîæåñòâ� íàèëó÷øè� îòâåòî� ïåðâîã� èãðîêà, 

x∈X 
X∗(y) =Ar� max G(x, y) − ìíîæåñòâ� íàèëó÷øè� îòâåòî� ïåðâîã� èãðî

x∈X(y) 

êà, áëàãîæåëàòåëüíû� ï� îòíîøåíè� ê� âòîðîìó. Îïðåäåëè� ñòðàòåãè� 
ïåðâîã� èãðîê� f ∗ : f ∗(y) ∈ X∗(y) ∀y ∈ Y. 

Ëåìì� 11.1. Ôóíêöè� G(f ∗(y), y) ïîëóíåïðåðûâí� ñâåðõ� � ëþáî� 
òî÷ê� y0 ∈ Y, ò.å. äë� ëþáî� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {yk}, ñõîäÿùåéñ� � 
y0 , âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

lim G(f ∗(y k), y k) ≤ G(f ∗(y 0), y 0). (11.1) 
k→∞ 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñò� � íåêîòîðî� òî÷ê� y0 ∈ Y ôóíêöè� G(f ∗(y), y) 
í� ÿâëÿåòñ� ïîëóíåïðåðûâíî� ñâåðõó. Òîãä� íàéäåòñ� òàêà� ïîñëåäîâà
òåëüíîñò� {yk}, ñõîäÿùàÿñ� � y0 , ÷ò� 

def 
G� = lim G(f ∗(y k), y k) > G(f∗(y 0), y 0). (11.2)

k→∞ 

Áå� ïîòåð� îáùíîñò� ñ÷èòàå� (âûäåëÿ� ñîîòâåòñòâóþùó� ïîäïîñëåäîâà
òåëüíîñòü), ÷ò� f ∗(yk) x′. È� íåïðåðûâíîñò� ôóíêöè� G(x, y) ñëåäóå� → 

G� = lim G(f ∗(y k), y k) = G(x′, y 0). 
k→∞ 
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Ïîêàæåì, ÷ò� x� ∈ X(y0). Äåéñòâèòåëüíî, ï� îïðåäåëåíè� ôóíêöè� f ∗ 

èìåå� F (f ∗(yk), yk) ≥ F (x, yk) ∀ x ∈ X, k = 1, 2, .... Îòñþäà, ïåðåõîä� � 
ïîñëåäíå� íåðàâåíñòâ� � ïðåäåë� ïð� k →∞, ïîëó÷è� 

F (x′, y 0) ≥ F (x, y 0) ∀ x ∈ X ⇒ x� ∈ X(y 0). 

Èòàê, íåðàâåíñòâ� (11.2) ìîæí� çàïèñàò� � âèä� 
G� = G(x′, y0) > G(f∗(y0), y0). Îí� ïðîòèâîðå÷è� òîìó, ÷ò� 
f ∗(y0) ∈ X∗(y0). 

Íà� ïîòðåáóåòñ� ñëåäóþùè� âåëè÷èí� � ìíîæåñòâà: 
G2 = max min G(x, y) − íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� âòî

y∈Y x∈X 
ðîã� èãðîê� ïð� óñëîâèè, ÷ò� ïåðâû� ïðèìåíÿå� ï� îòíîøåíè� � íåì� 
ñòðàòåãè� "íàêàçàíèÿ"f� : fí(y) ∈Argmin G(x, y) ∀ y ∈ Y ; 

x∈X 
E =Argmax min G(x, y) − ìíîæåñòâ� ìàêñèìèííû� ñòðàòåãè� âòîðîã� 

èãðîêà; 
y∈Y x∈X 

D = {(x, y) ∈ X × Y | G(x, y) > G2}; ⎨ sup F (x, y), D = ∅,

K = (x,y)∈D 

�
⎩ −∞, D = ∅; 
M = min max F (x, y). 

y∈E x∈X 

Òåîðåì� 11.1 (Ãåðìåéåð). � ñäåëàííû� ïðåäïîëîæåíèÿ� íàèëó÷
øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� ïåðâîã� èãðîê� � èãð� Γ2 ðàâå� 
F2 = max[K, M ]. 

Çàìå÷àíèå. Äë� íàõîæäåíè� F2 íåîáõîäèì� ðåøèò� îïòèìèçàöèîí
íû� çàäà÷� í� èñõîäíû� ìíîæåñòâà� X � Y. Îïòèìàëüíû� (ε-îïòèìàëüíûå) 
ñòðàòåãèè, îáåñïå÷èâàþùè� max[K, M ], áóäó� óêàçàí� � ïåðâî� ÷àñò� 
äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåìû. Ðåçóëüòà� max[K, M ] äîâîëüí� âåëèê. ×òîá� � 
ýòî� óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðè� ÷àñòíû� ñëó÷àé. Äîïóñòèì, ÷ò� ñóùåñòâóå� 
ïàð� (x0, y0) ∈Ar� max F (x, y) ∩ D. Òîãä� 

(x,y)∈X×Y 

K = sup F (x, y) = max F (x, y) = F2, 
(x,y)∈D (x,y)∈X×Y 

ò.å. ðåçóëüòà� F2 ðàâå� ìàêñèìóì� ôóíêöè� F (x, y) í� X × Y. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâà� ÷àñòü. Ïîñòðîè� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà, 

îáåñïå÷èâàþùè� åì� ðåçóëüòà� max[K, M ]. Ðàññìîòðè� äâ� ñëó÷àÿ. 
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1) K > M D = Ïîêàæåì, ÷ò� äë� âñÿêîã� ε > 0 íàéäåòñ� ⇒ �	 ∅. 
òàêà� ñòðàòåãè� f ε , ÷ò� W (f ε) ≥ K − ε. Ï� îïðåäåëåíè� âåðõíå� ãðàí� 
K íàéäåòñ� òàêà� ïàð� (xε, yε) ∈ D, ÷ò� F (xε, yε) ≥ K − ε. Ïîëîæè� 

ε εx , y = y , 
ε 

f ε(y) = 
fí(y), y =6 y . 

Ïîêàæåì, ÷ò� W (f ε) = F (xε, yε) ≥ K − ε. Äåéñòâèòåëüíî, âòîðî� èãðîê, 
ïîëó÷è� ñîîáùåíè� � f ε , âûáåðå� y = yε , òà� êà� � ïðîòèâíî� ñëó÷à� î� 

εïîëó÷è� âûèãðû� G(fí(y), y) = min G(x, y) ≤ G2 < G(x , yε). Ïîñêîëü
x∈X 

ê� âòîðî� èãðî� ìàêñèìèçèðóå� ñâî� âûèãðûø, î� âûáåðå� y = yε , ò.å. 
Y ∗(f ε) = {yε

2) K ≤ M. 
}. 
Óêàæå� ñòðàòåãè� f 0 , äë� êîòîðî� W (f 0) ≥ M. Ïîëîæè� 

f 0(y) =	
f ∗(y), y ∈ E, 
fí(y), y /∈ E, 

ãä� ñòðàòåãè� f ∗ áûë� îïðåäåëåí� âûø� ïåðå� ëåììî� 11.1. Ïîëó÷è� ñî
îáùåíè� � f 0 , âòîðî� èãðî� âûáåðå� y ∈ E. Äåéñòâèòåëüíî, åñë� y /∈ E, 
ò� G(fí(y), y) = min G(x, y) < G2. Äàëåå, ïð� y ∈ E G(f0(y), y) = 

x∈X 
G(f ∗(y), y) ≥ min G(x, y) = G2. Ôóíêöè� G(f ∗(y), y) ïîëóíåïðåðûâí� 

x∈X 
ñâåðõ� í� êîìïàêò� E, ïîýòîì� Y ∗(f 0) =Argmax G(f ∗(y), y) ⊆ E. Îòñþä� 

y∈E 
W (f0) = min F (f ∗(y), y) ≥

y∈Y ∗(f0) 

≥ min F (f ∗(y), y) = min max F (x, y) = M. 
y∈E	 y∈E x∈X 

Âòîðà� ÷àñòü. Äîêàæåì, ÷ò� äë� ïðîèçâîëüíî� ñòðàòåãè� f ∈ {f}
W (f) ≤ max[K, M ]. Èìåå� 

sup G(f(y), y) ≥ max min G(x, y) = G2. 
y∈Y	 y∈Y x∈X 

Ðàññìîòðè� äâ� ñëó÷àÿ. 
1) sup G(f(y), y) > G2. � ýòî� ñëó÷à� íàéäåòñ� òàêà� ñòðàòåãè� âòîðî

y∈Y 
ã� èãðîê� y0 ∈ Y ∗(f), ÷ò� G(f(y0), y0) > G2, ò.å. (f(y0), y0) ∈ D. Äåéñòâè
òåëüíî, åñë� sup äîñòèãàåòñÿ, ò� Y (f) 6= ∅ � y0 âîçüìå� ðåàëèçóþùè� 

y∈Y 
sup . Åñë� sup í� äîñòèãàåòñÿ, ò� Y ∗(f) = Y � ñòðàòåãè� y0 íàéäåòñ� ï� 
y∈Y y∈Y 
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îïðåäåëåíè� sup . Îòñþä� 
y∈Y 

W (f) = inf F (f(y), y) ≤ F (f(y 0), y 0) ≤ K ≤ max[K, M ]. 
y∈Y ∗(f) 

2) sup G(f(y), y) = G2. Ïîêàæåì, ÷ò� E ⊂ Y ∗(f). Äåéñòâèòåëüíî, 
y∈Y 

ïóñò� y ∈ E. Òîãä� 

G2 = min G(x, y) ≤ G(f(y), y) ≤ sup G(f(y), y) = G2. 
x∈X y∈Y 

� ýòî� öåïî÷ê� íåðàâåíñòâ� âûïîëíåí� êà� ðàâåíñòâà. Îòñþä� y ∈ Y ∗(f) 
� E ⊆ Y ∗(f). Èòàê, 

W (f) = inf F (f(y), y) ≤
y∈Y ∗(f) 

≤ inf F (f(y), y) ≤ min max F (x, y) = M ≤ max[K, M ]. 
y∈E y∈E x∈X 

Ñôîðìóëèðóå� àíàëîãè÷íû� ðåçóëüòà� äë� èãð� Γ3. Íàïîìíèì, ÷ò� 
� èãð� Γ3 âòîðî� èãðî� âûáèðàå� y, êîãä� âûáî� ñòðàòåãè� x ïåðâîã� åì� 
èçâåñòåí. Âòîðî� èãðî� èñïîëüçóå� ñòðàòåãè� g : X Y. Îïðåäåëèì→
ñëåäóþùè� âåëè÷èí� � ìíîæåñòâî: 

G3 = min max G(x, y) = max G(xí, y) − íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� 
x∈X y∈Y y∈Y 

ðåçóëüòà� âòîðîã� èãðîêà, êîãä� ïåðâû� ïðèìåíÿå� ñòðàòåãè� íàêàçàíè� 
xí; 

D′ ⎨ 
(x,y)∈D� 

= {(x, y) ∈ X × Y | G(x, y) > G3}; 
sup F (x, y), D� =6 ∅, 

K � =

−∞, D� = ∅. 

Òîãä� ìîæí� äîêàçàòü, ÷ò� F3 

⎩

= max[K ′, F1] (ñì. óïðàæíåíè� 11.1

2). Åñë� F1 ≥ K ′, ò� ïåðâû� èãðî� ïðèìåíÿå� ε-îïòèìàëüíó� ñòðàòåãè� 
èãð� Γ1. Ïóñò� F1 < K ′. � ýòî� ñëó÷à� íàéäåòñ� òàêà� ïàð� (xε, yε) ∈ D′, 
÷ò� F (xε, yε) ≥ K � − ε. 

Óïðàæíåíè� 11.1. Äîêàæèòå, ÷ò� äë� ñòðàòåãè� 

xε , g(xε) = yε ,
f1 
ε(g) = 

x� , g(xε) =6 yε , 

îöåíê� ýôôåêòèâíîñò� W (f ε) ≥ K � − ε.1 

Óïðàæíåíè� 11.2. Äîêàæèòå, ÷ò� äë� ëþáî� ñòðàòåãè� f1 ïåðâîã� 
èãðîê� � èãð� Γ3 W (f1) ≤ max[K ′, F1]. 
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Óïðàæíåíè� 11.3. Äîêàæèòå, ÷ò� � èãð� Γ1 � íîðìàëüíî� ôîðì� âñå
ãä� ñóùåñòâóå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Óïðàæíåíè� 11.4. Äîêàæèòå, ÷ò� F1 ≤ F3 ≤ F2. 

Ïðèìå� 11.1. Ðåøè� èãð� Γ1, Γ2, Γ3 äë� èãð� Γ � ìàòðèöàì� 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ 
3 6 8 7 4 3 

A = 4 3 2⎠ , B = 7 7 3⎠ . 
7 −5 −1 4 6 6 

Èãð� Γ1. F1 = max min aij = max W (i), Y (i) = Arg max bij, W (1) = 
1≤i≤3 j∈Y (i) 1≤i≤3 1≤j≤3 

W (2) = 3, W (3) = −5 ⇒ F1 = 3 � i0 = 1, 2 − îïòèìàëüíû� ñòðàòåãèè. 

Èãð� Γ2. G2 = max min bij = 4, E = {1, 2}, D = {(i, j) bij
1≤j≤3 1≤i≤3 

| > 4}, 
K = max aij = 4, M = min max aij = 6 F2 = M = 6 

(i,j)∈D 1≤j≤2 1≤i≤3 
⇒ 

� f 0(j) = 
3, j = 1, 

− îïòèìàëüíà� ñòðàòåãèÿ. 
1, j = 2, 3, 

Èãð� Γ3. G3 = min max bij = 6, D� = {(i, j) bij > 6}, 
1≤i≤3 1≤j≤3 

| 

K � = max aij = 4 > F1 = 3 F3 = K � = 4 
(i,j)∈D� 

⇒ 

� f 0(g) = 
2, g(2) = 1, 

− îïòèìàëüíà� ñòðàòåãèÿ. 1 
3, g(2) = 1, 

Ïðèìå� 11.2. Ðåøè� èãð� Γ1, Γ2, Γ3 äë� èãð� Γ : 

X = Y = [0, 1], F (x, y) = 3x/4 + y/2, G(x, y) = (x − y)2 . 

Èãð� Γ1. F1 = sup min (3x/4 + y/2), 
y∈Y (x)0≤x≤1 ⎧  0 ≤ x < 1/2,{1}, 

Y (x) = Arg max = 
0≤y≤1

(x − y)2 {0, 1}, x = 1/2, ⎩ {0}, 1/2 < x ≤ 1. 

Ãðàôè� ôóíêöè� W (x) = min (3x/4 + y/2) ñì. í� ðèñ. 11.1. 
y∈Y (x) 
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W (x) � 

�>
7/8 

�
�

� 3/4 

� x 

1/2 1 
Ðèñ. 11.1 

Çäåñ� F1 = 7/8, xε = 1/2 − 4ε/3 − ε-îïòèìàëüíà� ñòðàòåãèÿ. Îòìåòèì, 
÷ò� âíåøíÿ� âåðõíÿ� ãðàí� � âûðàæåíè� äë� F1 í� äîñòèãàåòñÿ. 

Èãð� Γ2. G2 = max min (x − y)2 = 0, D = {(x, y) (x − y)2 

0≤y≤1 0≤x≤1 � | > 0}, 
ε ε 

K = 5/4 = F2, (xε, yε) = (1 − 4ε/3, 1), f ε(y) = 
x , y = y , 

εy, y = y , 

− ε-îïòèìàëüíà� ñòðàòåãèÿ. 
Èãð� Γ3. G3 = min max (x − y)2 = 1/4, x� = 1/2, 

0≤x≤1 0≤y≤1

D� = {(x, y) > 1/2}, K � = sup (3x/4 + y/2) = 1 >| |x − y| 
(x,y)∈D� 

7/8 = F1 ⇒ F3 = K ′, (xε, yε) = (1, 1/2 − 2ε) ∈ K ′, 

1, g(1) = 1/2 − 2ε,
f ε(g) = 

= 1/2 − 2ε, 
− ε-îïòèìàëüíà� ñòðàòåãèÿ.1 

1/2, g(1) 

Ïðèìå� 11.3. Èãð� ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ïåðåñòðàõîâùè� (èãðî� 1) � 
ñòðàõîâùè� (èãðî� 2) çàêëþ÷àþ� äîãîâî� ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ïóñò� Z −
ñóììàðíî� âîçìåùåíè� ñòðàõîâùèê� êëèåíòàì, ïðåäñòàâëÿþùå� ñîáî� 
ñëó÷àéíó� âåëè÷èí� � ýêñïîíåíöèàëüíî� ïëîòíîñòü� ðàñïðåäåëåíè� 
e−z/m/m, z ≥ 0. Ïð� çàêëþ÷åíè� äîãîâîð� ñòðàõîâùè� âûáèðàå� ïðåäå� 
óáûòî÷íîñò� y ∈ Y = {y ∈ E1 | y ≥ 0} : åñë� Z > y, ò� ñóìì� Z − y âîç
ìåùàå� ïåðåñòðàõîâùèê. Îòìåòèì, ÷ò� ïð� y = 0 ñòðàõîâùè� ïîëíîñòü� 
ïåðåäàå� îïëàò� èñêî� ïåðåñòðàõîâùèêó. Âåëè÷èí� 

∫∞ 
def 1 

h(y) = E max[Z − y, 0] = (z − y) e−z/mdz = me−y/m 
m 

y 
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− ñðåäíÿ� âåëè÷èí� âûïëà� ïåðåñòðàõîâùèêà. Ñòîèìîñò� äîãîâîð� ïå
def 

ðåñòðàõîâàíè� ðàâí� d(x, y) = (1 + x)h(y), ãä� x ≥ 0 − êîýôôèöèåí� íàä
áàâê� ç� ðèñê, óñòàíàâëèâàåìû� ïåðåñòðàõîâùèêîì. Áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� 
îïëàò� äîãîâîð� îñóùåñòâëÿåòñ� ñòðàõîâùèêî� è� ôîíä� ñòðàõîâû� ïëà
òåæå� âåëè÷èí� A > m. Äîãîâî� ìîæå� áûò� çàêëþ÷å� ëèø� ïð� âû
ïîëíåíè� íåðàâåíñòâ� d(x, y) + y ≤ A. Ïîëîæè� 
Ŷ (x) = {y ∈ Y | d(x, y) + y ≤ A}, X = {x ∈ E1 | x ≥ 0, Ŷ (x) =6 ∅}. 
Åñë� y ∈ Ŷ (x), ò� äîãîâî� çàêëþ÷àåòñÿ, âûèãðû� ïåðåñòðàõîâùèê� ðà
âå� åã� îæèäàåìî� ïðèáûë� F (x, y) = xh(y), � âûèãðû� ñòðàõîâùèê� −
ãàðàíòèðîâàííî� âåëè÷èí� îñòàòê� ôîíä� ñòðàõîâû� ïëàòåæå� G(x, y) = 
A − d(x, y) − y, ñîîòâåòñòâóþùå� ñëó÷à� Z ≥ y. 

Ðåøè� èãð� Γ1. Íàïîìíèì, ÷ò� ñíà÷àë� ïåðâû� èãðî� ñîîáùàå� âòî
ðîì� ñòðàòåãè� x ∈ X. Çàòå� âòîðî� èãðî� âûáèðàå� ñòðàòåãè� 
y ∈ Y (x) = Arg max G(x, y). Ïóñò� x ∈ X. Ìàêñèìó� 

y∈Ŷ (x) 

max G(x, y) = max [A − (1 + x)me−y/m − y] = A − m − m ln(1 + x) 
y∈Ŷ (x) y∈Ŷ (x) 

äîñòèãàåòñ� � åäèíñòâåííî� òî÷ê� y(x) = m ln(1 + x). Îòñþä� âûòåêàåò, 
÷ò� Ŷ (x) =6 ∅, åñë� A − m − m ln(1 + x) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, X = [0, x0], 

def 
ãä� x0 = e(A−m)/m − 1. Îòñþä� 

0xm x m 
F1 = max F (x, y(x)) = max = 

x∈X 0≤x≤x0 1 + x 1 + x0 

� x0 − îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîêà. 

Óïðàæíåíè� 11.5. Ðàññìîòðèò� èãð� äâó� ôèð� è� ïðèìåð� 9.9 ïð� 
α = 1 � ðåøèò� èãð� Γ1. Ñðàâíèò� íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëü
òà� ïåðâîã� èãðîê� F1 � âûèãðûøåì, êîòîðû� î� ïîëó÷àå� � ñèòóàöè� 
ðàâíîâåñèÿ. 

Ðàâíîâåñè� ï� Øòàêåëüáåðã� 

Îïðåäåëè� òåïåð� ðàâíîâåñè� ï� Øòàêåëüáåðã� èãð� Γ1. Ïîëîæè� 
Y ∗(x) =Ar� max F (x, y) � ìíîæåñòâ� íàèëó÷øè� îòâåòî� âòîðîã� èãðîêà, 

y∈Y (x) 

áëàãîæåëàòåëüíû� ï� îòíîøåíè� � ïåðâîìó. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöè� (x0, y0) íàçûâàåòñ� ðàâíîâåñèå� ï� Øòàêåëü
áåðãó, åñë� 

x 0 ∈ Arg max max F (x, y), y 0 ∈ Y ∗(x 0). 
x∈X y∈Y (x) 
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Çäåñ� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ò� âòîðî� èãðîê, ïîëó÷è� èíôîðìàöè� � x, èñ
ïîëüçóå� ñâî� íàèëó÷øè� îòâåò, áëàãîæåëàòåëüíû� ï� îòíîøåíè� � ïåð
âîì� èãðîêó. 

Ïîêàæåì, ÷ò� � ñäåëàííû� ïðåäïîëîæåíèÿ� ðàâíîâåñè� ï� Øòàêåëü
áåðã� ñóùåñòâóåò. Äë� ýòîã� îïðåäåëè� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîê� g∗ : 
g∗(x) ∈ Y ∗(x) ∀x ∈ Y. Ï� ëåìì� 11.1 ôóíêöè� F (x, g∗(x)) ïîëóíåïðåðûâ
í� ñâåðõ� í� X. Ñëåäîâàòåëüíî, îí� äîñòèãàå� í� êîìïàêò� X íàèáîëüøå� 
çíà÷åíè� � íåêîòîðî� òî÷ê� x0 . Òîãä� ïð� y0 = g∗(x0) ñèòóàöè� (x0, y0) 
áóäå� ðàâíîâåñèå� ï� Øòàêåëüáåðãó. 

Óïðàæíåíè� 11.6. � óñëîâèÿ� ïðèìåðî� 11.1 � 11.2 íàéäèò� ðàâíîâå
ñè� ï� Øòàêåëüáåðãó. 

Îòìåòèì, ÷ò� èñïîëüçîâàíè� ðàâíîâåñè� ï� Øòàêåëüáåðã� òðåáóå� î� 
èãðîêî� ñîòðóäíè÷åñòâà, êîòîðîå, êà� ïîêàçûâàå� ñëåäóþùè� ïðèìåð, í� 
âñåãä� âîçìîæíî. � èãð� � ìàòðèöàì� 

5 7 5 6 
A = , B = 

4 8 1 1 

ñèòóàöè� (2,2) ÿâëÿåòñ� åäèíñòâåííû� ðàâíîâåñèå� ï� Øòàêåëüáåðãó. 
Îäíàê� äîãîâîðèòüñ� � íå� èãðîêà� áóäå� î÷åí� ñëîæíî, ïîñêîëüê� � 
ñèòóàöè� (1,2) (âîçíèêàþùå� ïð� ðåøåíè� èãð� Γ1) âûèãðû� âòîðîã� 
èãðîê� ñóùåñòâåíí� áîëüøå, ÷å� � (2,2), � î� åäâ� ë� ñîãëàñèòñ� í� ñè
òóàöè� (2,2). 

Êîììåíòàðè� � áèáëèîãðàôè� � ãëàâ� II 

� 9. Ïîíÿòè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ÷àñòíî� ñëó÷àå, åù� � 19-� âåêå, 
èñïîëüçîâàëîñ� Î. Êóðí� ïð� àíàëèç� ìîäåë� äóîïîëè� [59]. Îïðåäåëå
íè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� äë� èãð� ìíîãè� ëè� ïðèíàäëåæè� Äæ. Íýø� 
[76]. � 1999 ãîä� Äæî� Íý� ïîëó÷è� Íîáåëåâñêó� ïðåìè� ï� ýêîíîìèêå. 
Êðèòè÷åñêè� ðàçáî� ïîíÿòè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (� ÷àñòíîñòè, àíàëè� 
èã� "ñåìåéíû� ñïîð"� "äèëåìì� çàêëþ÷åííîãî") ñäåëà� Ð.Ä. Ëüþñî� � 
Õ. Ðàéôî� [61]. Ïðèìå� 9.3 ÿâëÿåòñ� ìîäèôèêàöèå� ïðèìåð� "ïåðåêðå
ñòîê"è� [71]. 

Òåîðåì� 9.1 � íåïîäâèæíî� òî÷ê� ïðèíàäëåæè� Ë. Áðàóýð� [18]. Êîì
áèíàòîðíî� äîêàçàòåëüñòâ� ýòî� òåîðåìû, èñïîëüçóþùå� ëåìì� Ý. Øïåð
íåð� [107], ïîëó÷åí� Á. Êíàñòåðîì, Ê. Êóðàòîâñêè� � Ñ. Ìàçóðêåâè÷å� 
[53] (äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� ñì. � Ïðèëîæåíè� � � [79]). 
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Òåîðåì� ñóùåñòâîâàíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èãð� ìíîãè� ëè� � âî
ãíóòûì� ôóíêöèÿì� âûèãðûø� (ñì. òàêæ� ñëåäóþùó� ãëàâó) äîêàçàí� 
Õ. Íèêàéä� � Ê. Èñîä� [75]. Ïðèìå� 9.6 ÿâëÿåòñ� ÷àñòíû� ñëó÷àå� ìîäå
ë� Î. Êóðí� [59]. Áàéåñîâñêè� èãð� ââåäåí� Äæ. Õàðøàíü� [92]. Ïðèìå� 
9.10 âçÿ� è� [91]. 

� 10. Òåðìè� "áèìàòðè÷íà� èãðà"áû� ïðåäëîæå� Í.Í. Âîðîáüåâû� 
(ñì. 
[34], ãä� ñîäåðæèòñ� ñèñòåìàòè÷åñêî� èçëîæåíè� òåîðè� áåñêîàëèöèîí
íû� èãð). Òåîðåì� ñóùåñòâîâàíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � áèìàòðè÷íû� 
èãðà� äîêàçàí� Äæ. Íýøå� [76]1. Òà� æ� ïðèâåäåí� ñâîéñòâ� ñèòóàöè� 
ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Óñëîâè� îáùíîñò� ïîëîæåíè� äë� 
áèìàòðè÷íû� èã� èñïîëüçîâàë� Ê. Ëåìê� � Äæ. Õîóñî� [60] ïð� ðàçðà
áîòê� àëãîðèòì� ïîèñê� âñå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåì� 10.3 èìååòñ� 
� êíèã� Ý. Ìóëåí� [71]. Èçëîæåííû� àëãîðèò� ïîèñê� ñèòóàöè� ðàâíî
âåñè� áèìàòðè÷íî� èãð� ÿâëÿåòñ� âåñüì� óïðîùåííû� âàðèàíòî� àëãî
ðèòì� Ê. Ëåìê� � Äæ. Õîóñîí� [60, 79]. 

Êîíöåïöè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, îñíîâàííà� í� èñêëþ÷åíè� äîìèíè
ðóåìû� ñòðàòåãèé, ïðåäëîæåí� Ý. Ìóëåíî� [71]. Äîêàçàòåëüñòâ� îòñóò
ñòâè� ñõîäèìîñò� èòåðàöèîííîã� ïðîöåññ� � ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� èãð� 
è� ïðèìåð� 10.1 ïðèíàäëåæè� Ë.Ñ. Øåïë� [103] 

� 11. Îñíîâ� òåîðè� èåðàðõè÷åñêè� èã� � èñïîëüçîâàíèå� ïðèíöè
ï� ãàðàíòèðîâàííîã� ðåçóëüòàò� äë� èãðîêà-ëèäåð� (èãðîê� 1) çàëîæå
í� Þ.Á. Ãåðìåéåðî� [37, 38]. � ÷àñòíîñòè, Þ.Á. Ãåðìåéåð� ïðèíàäëå
æè� öåíòðàëüíû� ðåçóëüòà� ýòî� òåîðè� − òåîðåì� 11.1. Àíàëîãè÷íû� 
ðåçóëüòà� äë� èã� Γ3 (óïðàæíåíè� 11.1 � 11.2) ïîëó÷å� Í.Ñ. Êóêóøêè
íû� [57]. Ýêîíîìè÷åñêà� èíòåðïðåòàöè� èåðàðõè÷åñêè� èã� ïðåäëîæåí� 
È.À. Âàòåëå� � Ô.È. Åðåøê� [28]. Îïðåäåëåíè� ðàâíîâåñè� ï� Øòàêåëü
áåðã� ñôîðìóëèðîâàí� � [95]. Îáçî� ðàáî� ï� èåðàðõè÷åñêè� èãðà� ñì. 
� [52]. 

1Äàæ� äë� áîëå� îáùè� èã� � êîíå÷íûì� ìíîæåñòâàì� ñòðàòåãè� èãðîêî� (ñì. 
ãëàâ� III) 
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��12.	 Ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. Ðåøåíè� èã� � íîðìàëü

íî� ôîðì� 

Ïóñò� èìååòñ� ìíîæåñòâ� A ó÷àñòíèêî� èãð� èë� èãðîêîâ. Èãðî� a 
èìåå� � ñâîå� ðàñïîðÿæåíè� ñòðàòåãè� sa è� ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� Sa . 
Êàæäû� è� èãðîêî� âûáèðàå� ñòðàòåãèþ, í� çíà� âûáîðî� ïàðòíåðîâ. � 
ðåçóëüòàò� � èãð� âîçíèêàå� íàáî� ñòðàòåãè� 

s = (sa, a ∈ A) ∈ S = Sa , 
a∈A 

íàçûâàåìû� ñèòóàöèåé. � êàæäîã� èãðîê� a èìååòñ� ôóíêöè� âûèãðû
ø� ua(s), îïðåäåëåííà� í� ìíîæåñòâ� ñèòóàöè� S, êîòîðó� èãðî� ñòðå
ìèòñÿ, ï� âîçìîæíîñòè, ìàêñèìèçèðîâàòü. Òàêè� îáðàçîì, èãð� ìíîãè� 
ëè� � íîðìàëüíî� ôîðì� çàäàåòñ� íàáîðî� 

Γ = A, Sa , u a(s), a ∈ A . 

Âàæíåéøè� ïðèíöèïî� ïðèíÿòè� ðåøåíè� � êîíôëèêòíû� ñèòóàöèÿ� 
ÿâëÿåòñ� ïîíÿòè� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöè� s = (sa , a ∈ A) íàçûâàåòñ� ñèòóàöèå� ðàâíî
âåñè� (ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó) èãð� Γ, åñë� 

max u a) = u a(s) ∀ a ∈ A. 
sa∈Sa 

a(s||s 

Ñòðàòåãè� sa , ñîñòàâëÿþùè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, áóäå� íàçûâàò� ðàâ
íîâåñíûìè. 

Âûðàæåíè� a"÷èòàåòñ� "s ïð� óñëîâè� sa". Îí� îáîçíà÷àå� ñèòó"s||s
àöèþ, � êîòîðî� âñ� êîìïîíåíòû, êðîì� ñòðàòåãè� èãðîê� a , ñîâïàäàþ� � 
s , � ñòðàòåãè� èãðîê� a åñò� sa . Îïðåäåëåíè� ðàâíîâåñè� ïîêàçûâàåò, ÷ò� 
ñòðàòåãè� sa , âõîäÿùà� � ñèòóàöè� s, ÿâëÿåòñ� îïòèìàëüíî� äë� èãðîê� 
a ïð� ôèêñèðîâàííû� ñòðàòåãèÿ� âñå� îñòàëüíû� èãðîêîâ. Òàêè� îáðà
çîì, ìîæí� ñêàçàòü, ÷ò� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� − ýò� òàêà� ñèòóàöèÿ, î� 
êîòîðî� í� îäíîì� è� èãðîêî� í� âûãîäí� îòêëîíÿòüñ� èíäèâèäóàëüíî. 

Îïèøå� îäè� êëàñ� èãð, äë� êîòîðû� ðàâíîâåñè� âñåãä� ñóùåñòâóåò. 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöè� h(z), îïðåäåëåííà� í� âûïóêëî� ìíîæåñòâ� 
Z åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñ� êâàçèâîãíóòîé, åñë� äë� ëþáû� 
z′, z′� ∈ Z � ëþáîã� ÷èñë� 0 < λ < 1 âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 
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� 12. Ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. Ðåøåíè� èã� � íîðìàëüíî� ôîðì�


h(λz� + (1 − λ)z′′) ≥ min[h(z′), h(z′′)]. 

Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� ëþáà� âîãíóòà� ôóíêöè� ÿâëÿåòñ� êâàçèâîãíó
òîé. Ïðèìåðî� êâàçèâîãíóòî� ôóíêöè� í� ïðÿìî� ìîæå� ñëóæèò� ïðî
èçâîëüíà� âîçðàñòàþùà� (èë� óáûâàþùà� ) ôóíêöèÿ. 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñò� z0 ∈ Z. Äë� ôóíêöè� h(z), îïðåäåëåííî� í� Z, 
ìíîæåñòâ� âèä� Z+(z0) = {z ∈ Z | h(z) ≥ h(z0)} íàçûâàþòñ� ìíîæå
ñòâàì� Ëåáåãà. 

Óïðàæíåíè� 12.1. Äë� òîã� ÷òîá� ôóíêöè� h(z) áûë� êâàçèâîãíóòî� 
í� âûïóêëî� ìíîæåñòâ� Z, íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, ÷òîá� å� ìíîæåñòâ� 
Ëåáåã� Z+(z0) áûë� âûïóêëûì� ïð� ëþáû� z0 ∈ Z. Äîêàæèòå. 

Ïóñò� Z1 � Z2 − âûïóêëû� êîìïàêò� åâêëèäîâû� ïðîñòðàíñòâ. Îïðå
äåëè� òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííî� îòîáðàæåíè� Φ : Z1 → 2Z2 , ñîïîñòàâëÿ
þùå� êàæäîì� z ∈ Z1 êîìïàê� Φ(z) ⊆ Z2. 

Îïðåäåëåíèå. Òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííî� îòîáðàæåíè� Φ : Z1 2Z2 íà→
çûâàåòñ� âûïóêëîçíà÷íûì, åñë� ïð� êàæäî� z ∈ Z1 ìíîæåñòâ� Φ(z) âû
ïóêëî. Îí� íàçûâàåòñ� çàìêíóòûì, åñë� åã� ãðàôè� 
{(z, y) z ∈ Z1, y ∈ Φ(z)} − çàìêíóòî� ìíîæåñòâî, ò.å. äë� ëþáû� ïîñëå| 

n n n 0 n 0äîâàòåëüíîñòå� {z ∈ Z1} � {y ∈ Φ(zn)}, òàêèõ, ÷ò� z z � y y , 
íåîáõîäèì� y0 ∈ Φ(z0). 

→ → 

� ÷àñòíî� ñëó÷à� Φ ìîæå� áûò� ïðîñò� îòîáðàæåíèå� è� Z � Z. Òî
ãä� ñâîéñòâ� çàìêíóòîñò� îòîáðàæåíè� Φ ñîâïàäàå� ñ� ñâîéñòâî� íåïðå
ðûâíîñòè. Òàêè� îáðàçîì, ïðåäûäóùå� îïðåäåëåíè� îáîáùàå� ïîíÿòè� 
íåïðåðûâíîñò� äë� òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííû� îòîáðàæåíèé. 

Òåîðåì� 12.1 (Êàêóòàíè). Ïóñò� Z − âûïóêëû� êîìïàê� êîíå÷
íîìåðíîã� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâà, � Φ : Z → 2Z − çàìêíóòî� âûïóê
ëîçíà÷íî� òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííî� îòîáðàæåíèå. Òîãä� ñóùåñòâóå� íåïî
äâèæíà� òî÷ê� z0 îòîáðàæåíè� Φ, ò.å. z0 ∈ Φ(z0). 

Äîêàæå� òåîðåì� äë� Z ⊂ E1. � äàííî� ñëó÷à� � ñîîòâåòñòâè� � 
óñëîâèå� òåîðåì� Z − îòðåçî� [a, b]. Ðàññìîòðè� ìíîæåñòâ� Ẑ = {z ∈
Z max Φ(z) ≥ Ýò� ìíîæåñòâ� íåïóñòî, òà� êà� a Z. Ïóñò� 

0 

| z}. 
0 

∈ ˆ
0z = sup Z � ïîêàæåì, ÷ò� z ∈ Φ(z0). Äåéñòâèòåëüíî, max Φ(z0) ≥ z , 

òà� êà� Φ(z) − çàìêíóòî� îòîáðàæåíèå. Äîêàæåì, ÷ò� min Φ(z0) ≤ z0 . 
Åñë� z0 = b, ò� óòâåðæäåíè� î÷åâèäíî. Ïóñò� z0 < b. Ðàññìîòðè� ïîñëå
äîâàòåëüíîñò� {zk}, ñõîäÿùóþñ� � z0 � äë� êîòîðî� zk > z0, k = 1, 2, .... 
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Ï� îïðåäåëåíè� z0 äë� íå� max Φ(zk) < zk , k = 1, 2, .... Ïîýòîì� íàé
äåòñ� òàêà� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {yk ∈ Φ(zk)}, ÷ò� yk < zk , k = 1, 2, .... 
Áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {yk} ñõî
äèòñ� � y0 ≤ z0 . Ïîñêîëüê� Φ(z) − çàìêíóòî� îòîáðàæåíèå, y0 ∈ Φ(z0) � 
min Φ(z0) ≤ z0 . Îòñþä� z0 ∈ Φ(z0). 

Äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� Êàêóòàí� � îáùå� ñëó÷à� îñíîâàí� í� òåî
ðåì� Áðàóýð� � ñîäåðæèòñ� � Ïðèëîæåíè� (Ï3). 

Òåîðåì� 12.2. Ïóñò� � èãð� Γ ìíîæåñòâ� Sa − âûïóêëû� êîìïàêò� 
åâêëèäîâû� ïðîñòðàíñòâ, � ôóíêöè� ua(s) íåïðåðûâí� í� S � êâàçèâî
ãíóò� ï� sa (ïð� ëþáû� ôèêñèðîâàííû� sb ∈ Sb , b ∈ A\{a}). Òîãä� � 
èãð� Γ ñóùåñòâóå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëè� òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííî� îòîáðàæåíè� 
Φ : S 2S ñëåäóþùè� îáðàçîì: äë� ëþáî� ñèòóàöè� s ∈ S ïîëîæè� → � 

Φ(s) = Φa(sb, b ∈ A\{a}), 
a∈A 

ãä� 
def 

Φa(sb, b ∈ A\{a}) = Arg max u
ha∈Sa 

a(s||ha) 

− ìíîæåñòâ� íàèëó÷øè� îòâåòî� èãðîê� a í� ñòðàòåãè� sb , b ∈ A\{a}, 
îñòàëüíû� èãðîêîâ. Íåòðóäí� ïðîâåðèòü, ÷ò� îòîáðàæåíè� 

Φa : Sb 2S
a →

b∈A\{a} 

çàìêíóò� (ñì. çàìå÷àíè� � òåîðåì� 2.2) � âûïóêëîçíà÷íî. Ïîýòîì� îòîá
ðàæåíè� Φ óäîâëåòâîðÿå� óñëîâèÿ� òåîðåì� 12.1 � èìåå� íåïîäâèæíó� 
òî÷ê� s ∈ Φ(s), êîòîðà� � áóäå� ðàâíîâåñèå� ï� Íýø� � èãð� Γ. 

Ñìåøàííî� ðàñøèðåíè� èãð� 

Ïóñò� � èãð� Γ ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� èãðîêî� êîíå÷íû: 
Sa = {1, ..., ma}, a ∈ A. Ñòðàòåãè� sa , âõîäÿùè� � Sa, íàçûâàþòñ� ÷èñòû
ì� ñòðàòåãèÿì� èãðîê� a. Cìåøàííà� ñòðàòåãè� èãðîê� a îïðåäåëÿåòñ� 
êà� âåðîÿòíîñòíî� ðàñïðåäåëåíè� πa = (πa, ..., πm

a 
a ), ãä� πs

a 
a − âåðîÿòíîñò� 1 

âûáîð� ÷èñòî� ñòðàòåãè� sa ∈ Sa � êà÷åñòâ� ðåàëüíî� ñòðàòåãè� èãðîê� 
a. Ìíîæåñòâ� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� èãðîê� a − ýò� ñèìïëåê� 

m∑a

Πa = {πa = (πa, ..., πa ) πa = 1, πa ≥ 0, sa = 1, ..., ma
1 ma | 

sa=1 
sa sa }. 

Äë� çàäàííîã� íàáîð� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� 
π = (πa, a ∈ A) ∈ Π = Πa 

a∈A 
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def � 
îïðåäåëè� p(s|π) = 

a∈A 
πa − âåðîÿòíîñò� ðåàëèçàöè� ñèòóàöè� sa 

s = (sa , a ∈ A). Òîãä� ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� âûèãðûø� èãðîê� a 
áóäå� çàäàâàòüñ� ôóíêöèå� ua(π) = 

s∈S 
p(s|π)ua(s). Òàêè� îáðàçîì, ñìå

øàííî� ðàñøèðåíè� èãð� Γ � íîðìàëüíî� ôîðì� èìåå� âè� 

Γ = A, Πa , u a(π), a ∈ A . 

Ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� èãð� Γ áóäå� íàçûâàò� ñèòóàöèÿì� ðàâíîâå
ñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� Γ èë� ñìåøàííûì� ðàâíîâåñèÿì� ï� 
Íýøó. 

Êàæäà� ôóíêöè� ua(π), î÷åâèäíî, íåïðåðûâí� ï� π � ëèíåéí� ï� πa 

ïð� ëþáû� ôèêñèðîâàííû� πb , b ∈ A\{a}. Ïîýòîì� è� òåîðåì� 12.2 
âûòåêàå� ñëåäóþùè� ðåçóëüòàò. 

Òåîðåì� 12.3. � ëþáî� èãð� Γ � êîíå÷íûì� ìíîæåñòâàì� ñòðàòåãè� 
ñóùåñòâóå� ñìåøàííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Äë� àíàëèç� � âû÷èñëåíè� ñìåøàííîã� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� ïîëåçí� 
ñëåäóþùå� óòâåðæäåíèå. 

Óòâåðæäåíè� 12.1. Äë� òîã� ÷òîá� ñèòóàöè� π = (πa , a ∈ A) áûë� 
ñìåøàííû� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó, íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, ÷òîá� 

max u a) = u a(π) ∀ a ∈ A. 
sa∈Sa 

a(π||s 

Áîëå� òîãî, ua(π||sa) = ua(π) äë� ëþáî� òàêî� ñòðàòåãè� sa , ÷ò� 
πasa > 0. 

Äîêàçàòåëüñòâ� ýòîã� óòâåðæäåíè� ïîëíîñòü� àíàëîãè÷í� äîêàçàòåëü
ñòâà� ëåìì� 10.1 � òåîðåì� 10.1. 

Ïðèìå� 12.1. Êàæäî� è� òðå� ïðåäïðèÿòèé, èñïîëüçóþùè� âîä� è� 
ïðèðîäíîã� âîäîåìà, ðàñïîëàãàþ� äâóì� ñòðàòåãèÿìè: ñòðîèò� ñîîðóæå
íè� äë� ïîëíî� î÷èñòê� îòðàáîòàííî� âîä� (ñòðàòåãè� 1) èë� æ� ñáðàñû
âàò� å� ÷åðå� èìåþùèåñ� î÷èñòíû� ñîîðóæåíè� áå� áèîëîãè÷åñêî� î÷èñò
ê� (ñòðàòåãè� 2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ò� îñîáåííîñò� âîäîåì� � òåõíîëîãè
÷åñêè� ïðîöåññî� òàêîâû, ÷ò� � ñëó÷àå, êîãä� í� ïîëíîñòü� î÷èùåííó� 
âîä� ñáðàñûâàå� í� áîëå� îäíîã� ïðåäïðèÿòèÿ, âîä� � âîäîåì� îñòàåòñ� 
ïðèãîäíî� äë� èñïîëüçîâàíè� � ïðåäïðèÿòè� óáûòê� í� íåñóò. Åñë� æ� í� 
ïîëíîñòü� î÷èùåííó� âîä� ñáðàñûâàþ� í� ìåíå� äâó� ïðåäïðèÿòèé, ò� 
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êàæäû� ïîëüçîâàòåë� âîä� íåñå� óáûòê� � ðàçìåð� òðå� åäèíèö. Íàéäå� 
âñ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ÷èñòû� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� îïèñàííî� 
èãð� òðå� ëèö. 

Èñõîäíà� èãð� Γ ïðåäñòàâëåí� � òàáë. 12.1. 

Òàáë. 12.1. 

s1 s2 s3 u1(s) u2(s) u3(s) 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
2 

1 
1 
2 
2 
1 
1 
2 
2 

1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 

-1 
-1 
-1 
-4 
0 
-3 
-3 
-3 

-1 
-1 
0 
-3 
-1 
-4 
-3 
-3 

-1 
0 
-1 
-3 
-1 
-3 
-4 
-3 

Ïîñòðîè� ñìåøàííî� ðàñøèðåíè� Γ. Ïóñò� pa ∈ [0, 1], a = 1, 2, 3, −
âåðîÿòíîñòü, � êîòîðî� ïðåäïðèÿòè� a âûáèðàå� ñòðàòåãè� 1. Âîçìîæíû� 
ñèòóàöè� � èãð� Γ ñîñòàâëÿþ� ìíîæåñòâ� 

Π = {π = (p 1 , p 2 , p 3) | p a ∈ [0, 1], a = 1, 2, 3}. 

Ôóíêöè� âûèãðûø� ïåðâîã� ïðåäïðèÿòè� � èãð� Γ 

u 1(π) = p 1[−p 2 p 3 − p 2(1 − p 3) − (1 − p 2)p 3 − 4(1 − p 2)(1 − p 3)]+ 

+(1 − p 1)[−3p 2(1 − p 3) − 3(1 − p 2)p 3 − 3(1 − p 2)(1 − p 3)] = 

= (−6p 2 p 3 + 3p 2 + 3p 3 − 1)p 1 + 3p 2 p 3 − 3 = k1(p 2 , p 3)p 1 + l1(p 2 , p 3). 

Àíàëîãè÷íî, 

u 2(π) = k2(p 1 , p 3)p 2 + l2(p 1 , p 3), u 3(π) = k3(p 1 , p 2)p 3 + l3(p 1 , p 2), 

ãä� 

l1(p 2 , p 3) = 3p 2 p 3 − 3, l2(p 1 , p 3) = 3p 1 p 3 − 3, l3(p 1 , p 2) = 3p 1 p 2 − 3, 

k1(p 2 , p 3) = −6p 2 p 3 + 3p 2 + 3p 3 − 1, k2(p 1 , p 3) = −6p 1 p 3 + 3p 1 + 3p 3 − 1, 

k3(p 1 , p 2) = −6p 1 p 2 + 3p 1 + 3p 2 − 1. 
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Ïóñò� π = (pa , a = 1, 2, 3) − ïðîèçâîëüíà� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. Ïîëî
æè� 

k 
1 

= k1(p 2 , p 3), k 
2 

= k2(p 1 , p 3), k 
3 

= k1(p 1 , p 2). 
a a

Çàìåòèâ, ÷ò� åñë� k > 0, ò� pa = 1, � åñë� k < 0, ò� pa = 0, ðàññìîòðè� 
âñ� âîçìîæíû� ñëó÷àè. 

a a
Ïóñò� k > 0, a = 1, 2, 3; òîãä� pa = 1 � k = −1 − ïðîòèâîðå÷èå. 

a 3
Ïóñò� k > 0, a = 1, 2, k < 0. � ýòî� ñëó÷à� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� 

(1,1,0). Àíàëîãè÷íî, (1,0,1) � (0,1,1) − òàêæ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 
1 2 3 1

Ïóñò� k > 0, k , k < 0. òîãä� p1 = 1 � p2 = p3 = 0, k = −1 −
ïðîòèâîðå÷èå. 

Àíàëîãè÷íî, íå� � äðóãè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùè� 
a

ñëó÷à� îäíî� ïîëîæèòåëüíî� � äâó� îòðèöàòåëüíû� âåëè÷è� k . 
a

Ïóñò� k < 0, a = 1, 2, 3; òîãä� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (0,0,0). 
a

Ïóñò� k = 0, a = 1, 2, 3. Ðåøà� ïîëó÷åííó� ñèñòåìó, íàéäå� äâ� 
ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ: 
((3 −

√
3)/6, (3 −

√
3)/6, (3 −

√
3)/6) � ((3 + 

√
3)/6, (3 + 

√
3)/6, (3 + 

√
3)/6). 

Ïóñò� k 
a 

= 0, a = 1, 2, k 
3 
> 0; òîãä� p3 = 1. Ðåøà� ñîîòâåòñòâóþùó� 

a
ñèñòåìó, ïîëó÷àå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� (2/3, 2/3, 1). Åñë� k = 0, a = 

1, 2, k 
3 
< 0, ò� p3 = 0, p1 = p2 = 1/3, k 

3 
= 1/3 − ïðîòèâîðå÷èå. 

Àíàëîãè÷íî, (1, 2/3, 2/3) � (2/3, 1, 2/3) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 
Íàêîíåö, ðàññóæäà� àíàëîãè÷íî, óáåæäàåìñÿ, ÷ò� íå� ñèòóàöè� ðàâ

a
íîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùè� îäíî� è� âåëè÷è� k , ðàâíî� íóëþ, � äâóì, 
îòëè÷íû� î� íóëÿ. 

Èòàê, � èãð� Γ äåâÿò� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ÷èñòû� � ñìåøàííû� 
ñòðàòåãèÿõ. 

Äîìèíèðîâàíè� � èãðà� ìíîãè� ëè� 

Ïîíÿòè� � ðåçóëüòàò� � äîìèíèðîâàíè� ñòðàòåãè� � èãðà� äâó� ëèö, 
èçëîæåííû� � � 10., ëåãê� îáîáùàþòñ� í� èãð� ìíîãè� ëè� Γ. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ñòðàòåãè� ha ñòðîã� äîìèíèðóå� 
ñòðàòåãè� ga (ha � ga) í� ìíîæåñòâ� ñèòóàöè� S ⊆ S, åñë� âûïîëíåí� 
íåðàâåíñòâ� ua(s||ha) ≥ ua(s||ga) ∀ s ∈ S. Áóäå� ãîâîðèò� � ñëàáî� 
äîìèíèðîâàíè� (ha � ga), åñë� ua(s||ha) ≥ ua(s||ga) ∀ s ∈ S. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ìíîæåñòâ� S ñòðîã� (ñîîòâåòñòâåí
í� ñëàáî) äîìèíèðóå� ìíîæåñòâ� S (îáîçíà÷àåòñ� S � S � S � S ñî
îòâåòñòâåííî), åñë� îí� ìîæå� áûò� ïîëó÷åí� è� S � ðåçóëüòàò� ïî

139




⊗

⊗

⊗

ÃËÀÂ� III. ÈÃÐ� ÌÍÎÃÈ� ËÈ�


ñëåäîâàòåëüíîã� èñêëþ÷åíè� ñòðîã� (ñîîòâåòñòâåíí� ñëàáî) äîìèíèðóå
ìû� ñòðàòåãèé, ò.å. ñóùåñòâóå� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� âëîæåííû� ìíîæåñò� 
S = S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sk = S, äë� êîòîðî� ïð� ëþáî� l = 1, ..., k − 1 âû
ïîëíåí� ñëåäóþùè� óñëîâèÿ: 
Sl = Sl

a � äë� ëþáû� a ∈ A, ga ∈ Sl
a\Sla +1 íàéäåòñ� òàêà� ñòðàòåãè� 

a∈A 
ha ∈ Sla +1, ÷ò� h

a � ga (ha � ga) í� Sl. 

Ïðîöåäóð� ïîñëåäîâàòåëüíîã� èñêëþ÷åíè� äîìèíèðóåìû� (� ñòðîãî� 
èë� ñëàáî� ñìûñëå) ñòðàòåãè� ñîñòîè� � ñëåäóþùåì. Í� ïåðâî� øàã� âû
ÿñíÿå� äë� êàæäîã� èãðîêà, êàêè� ñòðàòåãè� ÿâëÿþòñ� äîìèíèðóåìûì� 
í� ìíîæåñòâ� âñå� ñèòóàöè� S1 = S � âûáðàñûâàå� èõ. Ïîëó÷àå� ñóæåí
íî� ìíîæåñòâ� S2. Òåïåð� ñòðàòåãèè, êîòîðû� í� áûë� äîìèíèðóåìûì� 
í� ìíîæåñòâ� S1, ìîãó� îêàçàòüñ� äîìèíèðóåìûì� í� ìíîæåñòâ� S2. Í� 
ñëåäóþùå� øàã� ì� è� âûêèäûâàåì, ïîëó÷àå� ìíîæåñòâ� S3 � ò.ä. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� èãð� Γ ðàçðåøèì� ï� äîìèíèðîâà
íèþ, åñë� äë� íåêîòîðîã� ñëàá� äîìèíèðóþùåã� ìíîæåñòâ� S äë� êàæ
äîã� a ∈ A ôóíêöè� ua(s) í� çàâèñè� î� sa í� S, ò.å. äë� ëþáû� s ∈ S � 

a 
ha ∈ S ua(s) = ua(s||ha). 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� πa ñòðîã� 
äîìèíèðóå� ñòðàòåãè� ga (πa � ga) í� ìíîæåñòâ� ñèòóàöè� S ⊆ S, åñë� 
âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� ua(s||πa) > ua(s||ga) ∀ s ∈ S. Áóäå� ãîâîðèò� � 
ñëàáî� äîìèíèðîâàíè� (πa � ga), åñë� 
ua(s||πa) ≥ ua(s||ga) ∀ s ∈ S. 

Îïðåäåëåíèå. Áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� ìíîæåñòâ� S ñòðîã� (ñîîòâåòñòâåí
í� ñëàáî) äîìèíèðóå� ìíîæåñòâ� S � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� (îáîçíà÷à
åòñ� S � S � S � S ñîîòâåòñòâåííî), åñë� ñóùåñòâóå� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� 
âëîæåííû� ìíîæåñò� S = S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sk = S, äë� êîòîðî� ïð� ëþáî� 
l = 1, ..., k − 1 âûïîëíåí� ñëåäóþùè� óñëîâèÿ: 
Sl = Sl

a � äë� ëþáû� a ∈ A, ga ∈ Sl
a\Sa íàéäåòñ� òàêà� ñòðàòåãè� l+1 

a∈A 
πa ∈ Sla +1, ÷ò� π

a � ga (πa � ga) í� Sl � πs
a 
a = 0 ∀ sa ∈/ Sla +1. 

Ñëåäóþùå� óòâåðæäåíè� àíàëîãè÷í� òåîðåì� 10.4. 
Òåîðåì� 12.4. 1) Ïóñò� ìíîæåñòâ� S̃ = S̃a ñòðîã� äîìèíèðóå� 

a∈A 
ìíîæåñòâ� S � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Òîãä� äë� ëþáîã� ñìåøàííîã� 
ðàâíîâåñè� ï� Íýø� π = (πa, a ∈ A) âûïîëíåí� óñëîâèå: 

a Saäë� ëþáû� a ∈ A � s ∈/ ˜ íåîáõîäèì� πasa = 0. 
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2) Ïóñò� ìíîæåñòâ� S̃ = S̃a ñëàá� äîìèíèðóå� ìíîæåñòâ� S � ñìå
a∈A 

aøàííû� ñòðàòåãèÿ� � 〈 π̃ = (π̃s
a 
a , s ∈ S̃a, a 〉∈ A) − ñìåøàííî� ðàâíîâåñè� 

ï� Íýø� � èãð� Γ = ˜ A, S̃a , ua(s), a ∈ A � ñîêðàùåííûì� ìíîæåñòâà

ì� ñòðàòåãèé. Îïðåäåëè� ñèòóàöè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� π èñõîäíî� 
èãð� Γ : äë� ëþáîã� a ∈ A � 

πa sa = 
π̃a sa , 

0, 

åñë� sa ∈ S̃a , 
åñë� sa /∈ S̃a . 

Òîãä� π − ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � èñõîäíî� èãð� Γ. 

Ìîäåë� èãðîâî� äèíàìèê� 

Ìîäåë� ýòîã� òèï� ðàçâèò� êà� àëüòåðíàòèâ� ñòàòè÷åñêè� ïðèíöè
ïà� îïòèìàëüíîñò� (òàêèì, êà� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, ðåøåíè� ï� äîìèíè
ðîâàíèþ). Óêàçàííû� ïðèíöèï� ïðèíÿòè� ðåøåíè� òðåáóþ� äë� ñâîå� 
ðåàëèçàöè� ïîëíî� èíôîðìèðîâàííîñò� èãðîêî� îòíîñèòåëüí� óñëîâè� 
èãð� (ò.å. îòíîñèòåëüí� ìíîæåñò� ñòðàòåãè� � ôóíêöè� âûèãðûø� âñå� 
ó÷àñòíèêîâ). Áîëå� òîãî, èãðîê� äîëæí� áûò� ðàöèîíàëüí� � ïðèíÿ
òè� ñîáñòâåííû� ðåøåíè� � ïðåäïîëàãàò� òàêó� æ� ðàöèîíàëüíîñò� î� 
ñâîè� ïàðòíåðîâ. Ðàññìàòðèâàåìû� äèíàìè÷åñêè� ìîäåë� ïðåäúÿâëÿþ� 
çíà÷èòåëüí� ìåíüø� òðåáîâàíè� � èíôîðìèðîâàííîñò� � ðàöèîíàëüíî
ñò� èãðîêî� � áîëüø� ïîõîæ� í� ðåàëüíû� ìåòîä� ïðèíÿòè� ðåøåíèé. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� êîíôëèêòíà� ñèòóàöè� îïèñûâàåòñ� èãðî� Γ = 
A, Sa , ua(s), a ∈ A � êîíå÷íûì� ìíîæåñòâàì� ñòðàòåãè� Sa , a ∈ A. 
Ïóñò� èãð� ïîâòîðÿåòñ� � ïåðèîä� âðåìåí� t = 1, 2, .... Êàæäû� èãðî� 
âûáèðàå� ñòðàòåãè� sa(t + 1) í� ïåðèî� (øàã) t + 1, èñõîä� è� èñòîðè� 
ht = {s(τ) = (sa(τ), a ∈ A)}τ≤t, ñëîæèâøåéñ� � ýòîì� ïåðèîäó. Áåñêîíå÷
íó� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ñèòóàöè� {s(t)} áóäå� íàçûâàò� òðàåêòîðèå� 
ïðîöåññà. Îáîçíà÷è� ÷åðå� H ìíîæåñòâ� âñåâîçìîæíû� èñòîðèé, ò.å. � 

H = {ht}. 
t≥1

Ïðàâèë� ïîâåäåíè� èãðîê� � ýòî� ïðîöåññ� çàäàåòñ� îòîáðàæåíèå� 
µa : H → Sa . Ñîâîêóïíîñò� Γ; µa, a ∈ A íàçûâàåòñ� äåòåðìèíèðîâàí
íû� èãðîâû� ïðîöåññîì. 

Îïðåäåëè� ïîíÿòè� àäàïòèâíîã� ïîâåäåíèÿ. Ñìûñ� åã� ñîñòîè� � òîì, 
÷ò� èãðî� ïðîãíîçèðóå� âåðîÿòíîñò� ðåàëèçàöè� ñòðàòåãè� ïàðòíåðî� 
sA\{a} = (sb , b ∈ A\{a}), èñõîä� è� ïðåäûñòîðèè, � ìàêñèìèçèðóå� ñîá
ñòâåííû� âûèãðû� í� îñíîâàíè� òàêîã� ïðîãíîçà. � êà÷åñòâ� ïðèìåð� 
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ðàññìîòðè� ìîäåë� íàèëó÷øè� îòâåòîâ. 
Ïðîöåñ� íà÷èíàåòñ� � âûáîð� èãðîêàì� ïðîèçâîëüíû� ñòðàòåãè� 

sa(1), a ∈ A. Äàëå� ïîñë� t øàãî� í� ñëåäóþùåì, (t + 1)-� øàã� 

s a(t + 1) ∈ Arg max u a), a ∈ A. 
sa∈Sa 

a(s(t)||s 

Òàêè� îáðàçîì, èãðî� ìàêñèìèçèðóå� ñîáñòâåííû� âûèãðûø, èñõîä� è� 
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷ò� äðóãè� èãðîê� í� ìåíÿþ� ñâîè� ñòðàòåãè� ï� ñðàâ
íåíè� � ïðåäûäóùè� øàãîì. 

� áîëå� îáùå� ñëó÷à� ïðåäïîëîæåíè� � ïîâåäåíè� ïàðòíåðî� � ìî
ìåí� âðåìåí� t + 1 ìîæí� õàðàêòåðèçîâàò� íàáîðî� ïàðàìåòðî� 
{λat,τ ≥ 0}τ≤t, òàêèì, ÷ò� λt,τ

a = 1. Èãðî� a ñ÷èòàåò, ÷ò� � âåðîÿòíîñòü� 
τ≤t 

λa � ìîìåí� t + 1 ïîâòîðèòñ� íàáî� ñòðàòåãè� äðóãè� èãðîêî� sA\{a}(τ),t,τ 

ñëó÷èâøèéñ� � ìîìåí� τ. Èñõîä� è� ýòîãî, èãðî� a ìàêñèìèçèðóå� ìàòå
ìàòè÷åñêî� îæèäàíè� ñâîåã� âûèãðûøà. Ñëåäîâàòåëüíî, 

s a(t + 1) ∈ Arg max λa a), a ∈ A. (12.1)t,τ u 
sa∈Sa 

a(s(τ)||s 
τ≤t 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñò� T − ìèíèìàëüíî� ÷èñë� ïåðèîäîâ, äë� êîòîðîã� 
t−τ > T ⇒ λa = 0 ∀ a ∈ A, t, τ. Òîãä� T íàçûâàåòñ� ïàìÿòü� èãðîâîãît,τ 

ïðîöåññ� (èãðîê� í� ïîìíÿ� òî, ÷ò� ïðîèñõîäèë� T øàãî� íàçàä). 

Ïðèìåðî� ïðîöåññ� � áåñêîíå÷íî� ïàìÿòü� ÿâëÿåòñ� èòåðàöèîííû� 
ïðîöåñ� Áðàóí� äë� ìàòðè÷íû� èãð, èçëîæåííû� � � 5., èë� àíàëîãè÷íû� 
ïðîöåñ� äë� áèìàòðè÷íû� èã� è� � 10., ãä� λa = 1/t äë� âñå� òàêè� τ èt,τ 

t, ÷ò� τ ≤ t. � îáùå� ñëó÷à� ïðàâèë� ïðîãíîçèðîâàíè� ìîæí� çàäàò� 
îòîáðàæåíèå� pa(sA\{a}|ht), îïðåäåëÿþùå� äë� èãðîê� a ñóáúåêòèâíó� 
âåðîÿòíîñò� ðåàëèçàöè� sA\{a} � çàâèñèìîñò� î� èñòîðè� ht . Ïð� èñïîëü
çîâàíè� ïðàâè� ïðîãíîçèðîâàíè� pa , a ∈ A, í� (t + 1)-� øàã� èãðîê� 
âûáèðàþ� ñòðàòåãè� ï� ïðàâèë� 

s a(t + 1) ∈ Arg max p a(s A\{a} ht)u a(s A\{a}, s a), a ∈ A. 
sa∈Sa 

| 
sA\{a} 

Àäàïòèâíû� ïðàâèë� ñîîòâåòñòâóþ� ñèòóàöèè, êîãä� êàæäû� èãðî� 
ñ÷èòàå� ïîâåäåíè� ïàðòíåðîâ, í� çàâèñÿùè� î� åã� ñîáñòâåííîã� âûáîðà. 
Î� ëèá� í� ó÷èòûâàå� âîçìîæíîã� âëèÿíè� âûáîð� � òåêóùè� ïåðèî� 
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í� ïîñëåäóþùè� ïîâòîðåíèÿ, ëèá� îí� åã� í� èíòåðåñóþ� (í� ñëó÷àé
í� äðóãè� íàçâàíèå� ìîäåë� íàèëó÷øè� îòâåòî� ÿâëÿåòñ� "áëèçîðóêî� 
ïðèñïîñîáëåíèå"). 

Äèíàìèê� èãðîâû� ïðîöåññî� � àäàïòèâíûì� ïðàâèëàì� ïîâåäåíè� 
îêàçûâàåòñ� äë� ìíîãè� èã� õîðîø� ñîãëàñîâàííî� � óêàçàííûì� âûø� 
ñòàòè÷åñêèì� ïðèíöèïàì� îïòèìàëüíîñòè. Ïðèâîäèìû� íèæ� óòâåðæäå
íè� ïîäòâåðæäàþ� âîçìîæíîñò� èñïîëüçîâàíè� ïîíÿòè� ðàâíîâåñè� ï� 
Íýø� � äîìèíèðóþùè� ìíîæåñò� äë� îïèñàíè� ïîâåäåíè� èíäèâèäóó
ìî� � îãðàíè÷åííî� ðàöèîíàëüíîñòüþ. 

Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèë� ïðîãíîçèðîâàíè� pa íàçîâå� àäàïòèâíûì, åñ
ë� äë� ëþáî� òðàåêòîðè� {s(t)} � ëþáîã� íàáîð� ñòðàòåãè� sA\{a}, êîòî
ðû� âñòðå÷àåòñ� � {s(t)} ëèø� êîíå÷íî� ÷èñë� ðàç, ñóáúåêòèâíà� âåðî
ÿòíîñò� pa(sA\{a}|ht) ñòðåìèòñ� � íóë� ïð� t → ∞, ãä� {ht} − ïîñëåäî
âàòåëüíîñò� èñòîðèé, îòâå÷àþùè� òðàåêòîðè� {s(t)}. 

Óïðàæíåíè� 12.2. Ïîêàæèòå, ÷ò� � ïðîöåññ� Áðàóí� èãðîê� èñïîëü
çóþ� àäàïòèâíû� ïðàâèë� ïðîãíîçèðîâàíèÿ. 

Òåîðåì� 12.5. Ïóñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ìíîæåñò� ñèòóàöè� 
S = S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sk ïîëó÷åí� � ðåçóëüòàò� ïîñëåäîâàòåëüíîã� èñêëþ
÷åíè� ñòðàòåãèé, ñòðîã� äîìèíèðóåìû� ñìåøàííûì� ñòðàòåãèÿìè, � 
ga ∈ Sra\Sra +1 äë� íåêîòîðû� a ∈ A, r ∈ {1, ..., k − 1}. Òîãä� ñïðàâåäëèâ� 
ñëåäóþùè� óòâåðæäåíèÿ. 

1) Äë� ëþáî� òðàåêòîðè� {s(t)} ìîäåë� íàèëó÷øè� îòâåòî� 
sa(t + 1) =6 ga ïð� t ≥ r. 

2) Äë� âñÿêî� àäàïòèâíî� äèíàìèê� � íàáîðî� ïàðàìåòðî� {λt,τ } � 
ïàìÿòü� T sa(t + 1) 6= ga ïð� t ≥ rT. 

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæè� ñíà÷àëà, ÷ò� ñòðàòåãè� ga ïîëó
÷åí� � ðåçóëüòàò� ïîñëåäîâàòåëüíîã� èñêëþ÷åíè� ñòðàòåãèé, ñòðîã� äî
ìèíèðóåìû� ÷èñòûì� ñòðàòåãèÿìè. Ïðîâåäå� äîêàçàòåëüñòâ� ìåòîäî� 
ìàòåìàòè÷åñêî� èíäóêöè� ï� r. Ïóñò� sa � ga , ò.å. r = 1. Òîãä� ñòðà
òåãè� ga í� ÿâëÿåòñ� íàèëó÷øè� îòâåòî� í� ëþáû� ñòðàòåãè� äðóãè� 
èãðîêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, sa(t + 1) =6 ga ïð� t ≥ 1. Ïóñò� óòâåðæäåíè� 
äîêàçàí� äë� ëþáû� ñòðàòåãè� è� ìíîæåñòâ� S1\Sr. Ï� èíäóêòèâíîì� 
ïðåäïîëîæåíè� s(t) ∈ Sr ïð� ëþáû� t ≥ r. Ïîýòîìó, íà÷èíà� � øàã� 
r, ìîæí� îãðàíè÷èòüñ� ðåäóöèðîâàííî� èãðî� � ìíîæåñòâàì� ñòðàòåãè� 
Sr
a , a ∈ A. Âîçüìå� ga ∈ Sr

a\Sra +1. � ðàññìàòðèâàåìî� ðåäóöèðîâàííî� 
èãð� ñòðàòåãè� ga ñòðîã� äîìèíèðóåì� � sa(t + 1) 6= sa ïð� ëþáû� t ≥ r. 
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Ïåðåéäå� � äîìèíèðîâàíè� ñìåøàííûì� ñòðàòåãèÿìè. Ïóñò� ñìå
øàííà� ñòðàòåãè� πa ñòðîã� äîìèíèðóå� ñòðàòåãè� ga , ò.å. r = 1. Òî
ãä� äë� ëþáî� ñèòóàöè� s(t) íàéäåòñ� ÷èñòà� ñòðàòåãè� sa , äë� êîòîðî� 
πa > 0 � ua(s(t)||sa) > ua(s(t)||ga). Ñëåäîâàòåëüíî, sa(t + 1) =6 ga ïðèsa 

ëþáû� t ≥ 1. Äîêàçàòåëüñòâî, êà� � äë� ñëó÷à� äîìèíèðîâàíè� ÷èñòûì� 
ñòðàòåãèÿìè, çàâåðøàåòñ� èíäóêöèå� ï� r. 

2) Ïóñò� sa � ga . Òîãä� ñòðàòåãè� ga í� ÿâëÿåòñ� íàèëó÷øè� îòâåòî� 
èãðîê� a ïð� t ≥ 2, � íà÷èíà� � øàã� T + 1, îí� í� âõîäè� � ïðàâû� 
÷àñò� (12.1) � í� âëèÿå� í� ïîâåäåíè� îñòàëüíû� èãðîêîâ. Ïîýòîì� ïð� 
t ≥ T + 1 ìîæí� ðàññìàòðèâàò� ðåäóöèðîâàííó� èãð� � ìíîæåñòâàì� 
ñòðàòåãè� Sb ∀ b ∈ A. Äàëå� ïðîâîäÿòñ� ðàññóæäåíè� ï� èíäóêöèè. 2 

Ïóñò� òåïåð� ñòðàòåãè� ga ñòðîã� äîìèíèðóåòñ� ñìåøàííî� ñòðàòåãè
å� πa . Òîãä� äë� ëþáî� ñèòóàöè� s(τ) âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

sa 

πs
a 
a ua(s(τ)||sa) > ua(s(τ)||ga), � îòñþä� 

sa t,τ u t,τ u 
sa 

πa

τ≤t 

λa a(s(τ)||s a) > 
τ≤t 

λa a(s(τ )||g a). 

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñ� òàêà� ñòðàòåãè� sa , äë� êîòîðî� πs
a 
a > 0 � 

τ≤t λt,τ
a ua(s(τ)||sa) > τ≤t λt,τ

a ua
a 

(s(τ)||ga). Ïîýòîì� sa(t + 1) =6 ga ïð� 
t ≥ 1, � ïð� t ≥ T + 1 ñòðàòåãè� g í� âëèÿå� í� âûáîð� äðóãè� èãðîêîâ. 
Ïîýòîìó, íà÷èíà� � øàã� T + 1, ìîæí� ðàññìàòðèâàò� ðåäóöèðîâàííó� 
èãð� � ìíîæåñòâàì� ñòðàòåãè� Sb ∀ b ∈ A. Äàëå� ïðîâîäÿòñ� ðàññóæäå2 

íè� ï� èíäóêöèè. 

Óòâåðæäåíè� 12.2. Ïóñò� òðàåêòîðè� {s(t)} ñîîòâåòñòâóå� íàáîð� 
àäàïòèâíû� ïðàâè� pa , a ∈ A � s(t) ≡ s ïð� t ≥ t. Òîãä� s −
ðàâíîâåñè� ï� Íýø� èãð� Γ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. È� óñëîâè� âûòåêàåò, ÷ò� 

lim p a(s A\{a})|ht) = 0 
t→∞ 

ïð� ëþáû� sA\{a} = (6 sb, b ∈ A\{a}). Ñëåäîâàòåëüíî, 

lim p a(s b, b ∈ A\{a})|ht) = 1 ∀ a ∈ A. (12.2) 
t→∞ 

Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� s í� ÿâëÿåòñ� ñèòóàöèå� ðàâíîâåñèÿ. Òîãä� íàéäåòñ� 
òàêà� ñòðàòåãè� sa íåêîòîðîã� èãðîê� a, ÷ò� ua(s||sa) > ua(s). � ó÷åòî� 
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(12.2) ïð� äîñòàòî÷í� áîëüøî� t 

p a(s A\{a} | ht)u a(s A\{a}, s a) > p a(s A\{a} | ht)u a(s A\{a}, s a). 
sA\{a} sA\{a} 

Îòñþä� sa(t + 1) = sa , ÷ò� ïðîòèâîðå÷è� óñëîâèþ. 

Áîëüøî� èíòåðå� ïðåäñòàâëÿþ� îáðàòíû� ðåçóëüòàò� − � ñõîäèìîñò� 
àäàïòèâíû� ïðîöåññî� � ðàâíîâåñèÿ� ï� Íýø� (ñì. òåîðåì� 5.3 � 10.5). 

��13. Ïîçèöèîííû� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� 

Ìíîãè� ðåàëüíû� êîíôëèêòíû� ñèòóàöè� èìåþ� äëèòåëüíû� õàðàê
òåð. È� ó÷àñòíèê� äåéñòâóþ� íåîäíîêðàòí� � � ó÷åòî� èíôîðìàöè� � 
ïðåäøåñòâóþùå� ðàçâèòè� êîíôëèêòà. Äë� ñîîòâåòñòâóþùè� ìîäåëå� 
îáùè� òåîðåì� ñóùåñòâîâàíè� ðåøåíè� äë� èã� � íîðìàëüíî� ôîðì� í� 
ïîçâîëÿþ� íàõîäèò� èë� äàæ� êîíêðåòèçèðîâàò� îïòèìàëüíî� ïîâåäåíè� 
èç-ç� áîëüøîã� ÷èñë� âîçìîæíû� ñòðàòåãèé. Äë� ðåøåíè� äèíàìè÷åñêè� 
èã� � êîíå÷íû� ÷èñëî� èãðîêî� ÷àñò� óäîáí� èñïîëüçîâàò� ïîçèöèîííî� 
ïðåäñòàâëåíè� èãðû. Íàèáîëå� ïðîñòû� êëàññî� ïîçèöèîííû� èã� ÿâëÿ
åòñ� êëàñ� êîíå÷íîøàãîâû� ïîçèöèîííû� èã� � ïîëíî� èíôîðìàöèåé. � 
òàêî� èãð� í� êàæäî� øàã� èãð� äåëàå� õî� ëèø� îäè� èãðîê, èìåþùè� 
ïîëíó� èíôîðìàöè� � òåêóùå� ñîñòîÿíèè, âñå� ïðîèñõîäÿùè� äåéñòâè
ÿ� � îáùå� ñòðóêòóð� èãðû. Ýò� ïðåäïîëîæåíè� îáû÷í� õàðàêòåðèçóåò
ñ� êà� ïîëíà� èíôîðìàöèÿ. Õîðîø� èçâåñòíûì� ïðèìåðàì� òàêè� èã� 
ÿâëÿþòñ� øàøê� � øàõìàòû. Ìíîãîøàãîâû� àíòàãîíèñòè÷åñêè� èãð� � 
ïîëíî� èíôîðìàöèå� ðàññìàòðèâàëèñ� � � 8. � ýòî� ïàðàãðàô� áóäó� 
ïîëó÷åí� áîëå� îáùè� ðåçóëüòàòû. 

Íàïîìíè� ïðèìå� 9.1 âçàèìîäåéñòâè� ïðîäàâö� (èãðîê� 1) � ïîêóïà
òåë� (èãðîê� 2). � ïðîäàâö� äâ� ñòðàòåãèè: "÷åñòíîñòü"� "îáìàí". � ïî
êóïàòåë� òàêæ� äâ� ñòðàòåãèè: "ïîâåðèòü"� "ïðîâåðèòü". Ìàòðèö� âû
èãðûøå� èãðîêî� èìåþ� âè� 

ïî� ïðî� ïî� ïðî� 
÷åñò� 0 0 ÷åñò� 0 −1/2 

A = , B = .
îáìà� 1 −1 îáìà� −1 1/2 

Ðàññìîòðè� äèíàìè÷åñêó� ìîäèôèêàöè� èãðû: ïóñò� ïîêóïàòåë� ñïî
ñîáå� çàìåòèòü, îáâåøèâàå� åã� ïðîäàâå� èë� íåò, ò.å. î� âûáèðàå� ñâî� 
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âàðèàí� ïîâåäåíèÿ, çíà� ïîâåäåíè� ïðîäàâöà. Ñîîòâåòñòâóþùà� ñõåì� 
èçîáðàæåí� í� ðèñ. 13.1. 1� 

÷åñò� îáìà� 
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ïî� ���� ïðî� ïî� � @@@ ïðî� 

b������ @
@ b b�� @

@
@@

@@ �

(0, 0) (0, −1/2) (1, −1) (−1, 1/2) 

Ðèñ. 13.1 

Èíòóèòèâí� ïîíÿòíî, ÷ò� ðàöèîíàëüíû� ïîâåäåíèå� ïîêóïàòåë� ÿâ
ëÿåòñ� âûáî� îïòèìàëüíîã� îòâåòà, âûäåëåííîã� í� ðèñóíê� æèðíûì� 
ëèíèÿìè. � ñâî� î÷åðåäü, ïðîäàâå� ìîæå� âûáðàò� îïòèìàëüíó� ñòðà
òåãèþ, çíà� ðåàêöè� ïîêóïàòåëÿ. Íèæ� äàåòñ� îáîáùåíè� ýòîã� ìåòîä� 
ðåøåíè� äë� ëþáî� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèåé. Ïðèâåäå� ñîîòâåòñòâó
þùè� ôîðìàëüíû� îïðåäåëåíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íû� äåðåâîì, èë� îðèåíòèðîâàííû� ãðàôî� áå� 
öèêëîâ, íàçûâàåòñ� ïàð� (X, σ), ãä� X − êîíå÷íî� ìíîæåñòâ� âåðøèí, 
èë� ïîçèöèé, � îòîáðàæåíè� σ : X X ñîïîñòàâëÿå� êàæäî� âåðøèíå→
å� áëèæàéøåã� ïðåäøåñòâåííèêà, ïðè÷å� 

• ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííà� íà÷àëüíà� âåðøèí� x0, òàêàÿ, ÷ò� σ(x0) = 
x0; 

• ñóùåñòâóå� öåëî� l ≥ 0 , ÷ò� σl(x) = x0 äë� âñå� x ∈ X; íàèìåíü
øå� òàêî� l íàçûâàåòñ� äëèíî� äåðåâ� (X, σ). 

Ëþáà� âåðøèí� x, äë� êîòîðî� σ−1(x) = ∅, íàçûâàåòñ� ôèíàëüíî� 
âåðøèíî� äåðåâ� (X, σ), � ìíîæåñòâ� âñå� òàêè� âåðøè� îáîçíà÷àåòñ� 
÷åðå� T. Äë� íåôèíàëüíû� âåðøè� x ìíîæåñòâ� σ−1(x) ñîñòîè� è� ïðååì
íèêî� x, ò.å. è� ñëåäóþùè� ç� x âåðøèí. Ðåáð� äåðåâ� (X, σ) íàçûâàþòñ� 
àëüòåðíàòèâàìè. 

Îïðåäåëåíèå. Ïîçèöèîííî� èãðî� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� íàçûâàåòñ� 
ñëåäóþùà� ñîâîêóïíîñòü: � 

G = A, (X, σ), ua(x), x ∈ T, a ∈ A; X\T = Xa ∪ X0 , � a∈A 

∀ x ∈ X0 ∃ p(x′|x), x� ∈ σ−1(x) , 

ãä� 
• A − ìíîæåñòâ� èãðîêîâ; 
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• (X, σ) − êîíå÷íî� äåðåâ� � íà÷àëüíî� âåðøèíî� x0 � ìíîæåñòâî� 
T ôèíàëüíû� âåðøèí; 

• R = {Xa , a ∈ A, X0} − ðàçáèåíè� ìíîæåñòâ� X\T í� ïîïàðí� 
íåïåðåñåêàþùèåñ� ïîäìíîæåñòâà; 

• Xa − ìíîæåñòâ� ïîçèöèé, � êîòîðû� äåëàå� õî� èãðî� a ∈ A; Xa 

íàçûâàåòñ� ìíîæåñòâî� ëè÷íû� ïîçèöè� èãðîê� a. 
• X0 − ìíîæåñòâ� ïîçèöèé, � êîòîðû� "äåëàå� õîä"ñëó÷àé; 

a • u : T → E1 − ôóíêöè� âûèãðûø� èãðîê� a;

äë� êàæäîã� x ∈ X0 çàäàí� âåðîÿòíîñò�


p(x′ x) > 0, p(x′ x) = 1,|
x′∈σ−1(x) 

|

ïåðåõîä� è� ïîçèöè� � � ïîçèöè� x� ∈ σ−1(x). 

Ðàçáèåíè� R îïðåäåëÿåò, êàêî� èãðî� (èë� ñëó÷àé, åñë� x ∈ X0) õî
äè� � êàæäî� êîíêðåòíî� íåôèíàëüíî� âåðøèí� x. Åñë� x0 ∈ Xa , a ∈ A, 
ò� èãð� íà÷èíàåòñ� � òîãî, ÷ò� èãðî� a äîëæå� âûáðàò� ñëåäóþùó� ç� 
x0 âåðøèíó, ñêàæåì, x1 ∈ σ−1(x0). Åñë� x1 − ôèíàëüíà� âåðøèíà, ò� 
èãð� îêîí÷åí� � âûèãðûø� èãðîêî� ñóò� ua(x1), a ∈ A. Åñë� x1 − íåôè
íàëüíà� âåðøèíà, ò� èãðî� b, äë� êîòîðîã� x1 ∈ Xb, èìåå� ïðàâ� õîä� 
� âûáèðàå� ñëåäóþùó� ç� x1 âåðøèíó, ñêàæåì, x2 ∈ σ−1(x1) � ò.ä. Åñë� 
� êàêîé-ò� ìîìåí� ì� ïîïàäàå� � âåðøèí� x ∈ X0 (� êîòîðî� õîäè� 
ñëó÷àé), ò� � âåðîÿòíîñòü� p(x′|x) ì� ïåðåõîäè� � îäíî� è� âåðøè� 
x� ∈ σ−1(x), � êîòîðî� ïðîäîëæàå� äåéñòâîâàò� ñïîñîáîì, îïèñàííû� 
âûøå. 

Åñë� èãðî� a � âåðøèí� x ∈ Xa âûáèðàå� âåðøèí� x� ∈ σ−1(x), ò� 
òàêæ� áóäå� ãîâîðèòü, ÷ò� î� âûáèðàå� ñîîòâåòñòâóþùó� àëüòåðíàòèâ� 
− ðåáð� äåðåâà, ñîåäèíÿþùåã� âåðøèí� x � x′. 

1b
0

× 

2 3 1b bPPPPPP b
× × × × × × × × × 

Ðèñ. 13.2 

Í� ðèñ. 13.2 îòìå÷åííû� êðåñòèêàì� âåðøèí� ÿâëÿþòñ� ôèíàëüíû
ìè. � âåðøèí� 0 õîäè� ñëó÷àé, � îñòàëüíû� − èãðîê� 1, 2 � 3. 

×òîá� îïðåäåëèò� èñõî� ïîçèöèîííî� èãðû, äë� êàæäî� ïîçèöè� ëþ
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áîã� èãðîê� äîëæí� áûò� óêàçàí� âåðøèíà, êóä� î� ïåðåéäåò. Ââåäå� äë� 
ýòîã� íåñêîëüê� ïîíÿòèé. 

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèå� èãðîê� a ∈ A íàçûâàåòñ� îòîáðàæåíè� µa , 
îïðåäåëÿþùå� äë� êàæäî� âåðøèí� x ∈ Xa ïîçèöèþ, � êîòîðó� î� ïå
ðåéäåò: ∀ x ∈ Xa µa(x) ∈ σ−1(x). Ìíîæåñòâ� âñå� ñòðàòåãè� èãðîê� a 
îáîçíà÷è� ÷åðå� {µa}. 

Íàáî� òàêè� ñòðàòåãè� µ = (µa , a ∈ A) íàçûâàåòñ� ñèòóàöèåé. Äë� 
êàæäîã� x ∈ X äë� äàííî� ñèòóàöè� µ ìîæí� îïðåäåëèò� âåðîÿòíîñò� 
p(x|µ) ïåðåõîä� � ïîçèöè� x. Ïð� ýòî� p(x0|µ) = 1 − èãð� âñåãä� íà÷è
íàåòñ� � ïîçèöè� x0. 

ìóë� ãäå( ) = (σ( ) ) ( σ( ) )| | |p x µ p x µ p x x , µ , 

H� 
�

�

� îáùå� ñëó÷à� âåðîÿòíîñò� ïîïàñò� � ïîçèöè� x, íåïîñðåäñòâåíí� 
ñëåäóþùó� ç� ïîçèöèå� èãðîê� σ(x) ∈ Xa, a ∈ A, îïðåäåëÿåòñ� ï� ôîð

1, åñë� µa(σ(x)) = x, 
p(x σ(x), µ) =|

0 � ïðîòèâíî� ñëó÷àå. 

Åñë� æ� σ(x) ∈ X0 − ïîçèöè� ñëó÷àÿ, ò� âåðîÿòíîñò� p(x|σ(x), µ) = 
p(x|σ(x)) çàäàí� óñëîâèÿì� èãðû. Òàêè� îáðàçîì, äë� ëþáî� ñèòóàöè� 
µ äë� êàæäîã� èãðîê� a ∈ A îïðåäåëåí� ñðåäíå� çíà÷åíè� ôóíêöè� âû
èãðûø� 

ua(µ) = E(ua(x) µ) = p(x µ)ua(x).|
x∈T 

|

Óïðàæíåíè� 13.1. Í� ðèñ. 13.3 ðåáð� äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùè� ñèòó
àöè� µ, âûäåëåí� æèðíûì� ëèíèÿìè, � ôèíàëüíû� ïîçèöè� ïðîíóìåðî
âàí� î� 1 ä� 6, ò.å. T = {1, ..., 6}. Íàéäèò� âåðîÿòíîñò� 
p(x|µ), x ∈ T. 

0b
1b 1/4�� HH3/4 

2 

2b 1 ×
3 

×
4


×
1 2

× 
5
× ×

6 

Ðèñ. 13.3 

Îïðåäåëåíèå. Èãð� Γ(G) = A, {µa}, ua(µ), a ∈ A íàçûâàåòñ� íîð

ìàëüíî� ôîðìî� ïîçèöèîííî� èãð� G. 

Äë� ëþáî� âåðøèí� z ∈ X ìîæí� ðàññìîòðåò� ïîçèöèîííó� ïîäû
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ãðó, íà÷èíàþùóþñ� è� ýòî� òî÷êè:


aGz = A, (Xz, σz), X
0, Xa , u (x), a ∈ A ,z z z 

ãä� 
• Xz = {x |ñóùåñòâóå� òàêî� öåëî� l ≥ 0, ÷ò� σl(x) = z}; 
• σz åñò� ñóæåíè� îòîáðàæåíè� σ í� Xz � σz(z) = z; 
• Xz

a = Xa ∩ Xz, a ∈ A, Xz 
0 = X0 ∩ Xz; 

z 

Ïóñò� µ = (µa, a ∈ A) − ñèòóàöè� � èãð� Γ(G). Îáîçíà÷è� ÷åðå� µz = 
(µa , a ∈ A) − å� ñóæåíè� í� Xz, � ÷åðå� ua(µz) − çíà÷åíè� âûèãðûø� z 

èãðîê� a � ñèòóàöè� µz. Òàêè� îáðàçîì, äë� ëþáîã� z ∈ X îïðåäåëåí� 

èãð� Γ(Gz) = A, {µza}, uza(µz), a ∈ A − íîðìàëüíà� ôîðì� äë� èãð� 

Gz. 

Óïðàæíåíè� 13.2. Í� ðèñ. 13.4 èçîáðàæåí� äåðåâ� èãð� G. � ôèíàëü
íû� ïîçèöèÿ� óêàçàí� âåêòîð� âûèãðûøå� èãðîêî� u(x) = (u1(x), u2(x)) 
èë� èñõîä� èãðû. 

0b

, åñë� a a( ) = ( ) X T∈ ∩u x u x x .z• 

〈 � 

� H1/4 3/4� Hb1 
�

�

@
� 

z 
2 

�
�

2 

1 

(−1,1) (1,−2) (3,−1) 
×× × × 

(−1,2) 

Ðèñ. 13.4 

Çàïèøèò� íîðìàëüíó� ôîðì� äàííî� èãð� G � ïîäûãð� Gz, ñîîò
âåòñòâóþùå� ñëó÷àéíîì� âûáîð� ïðàâî� àëüòåðíàòèâû. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöè� µ = (µa , a ∈ A) íàçûâàåòñ� ñîâåðøåííû� 
ïîäûãðîâû� ðàâíîâåñèåì, èãð� G, åñë� äë� êàæäî� âåðøèí� z ∈ X ñè
òóàöè� µ = (µa, a ∈ A), ãä� µa − ñóæåíè� ñòðàòåãè� µa í� ïîäûãð� z z z 

Γ(Gz), ÿâëÿåòñ� ðàâíîâåñèå� ï� Íýø� � èãð� Γ(Gz). 

Àëãîðèò� îïðåäåëåíè� ñîâåðøåííîã� ïîäûãðîâîã�

ðàâíîâåñè� (àëãîðèò� Êóíà)


Àëãîðèò� Êóí� ñîñòîè� è� ïîñëåäîâàòåëüíû� ðåäóêöè� èãð� G. 
Øà� 1. Ðàññìîòðè� ìíîæåñòâ� Z1 ïðåäôèíàëüíû� âåðøèí, äë� êîòî

ðû� âñ� ïîñëåäóþùè� âåðøèí� ÿâëÿþòñ� ôèíàëüíûìè: Z1 = {x | σ−1(x) ⊆
T }. Äë� êàæäî� âåðøèí� x ∈ Z1 äåéñòâóå� ñëåäóþùè� îáðàçîì. 

× ×
(−2,2) (1,−3) 
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ÃËÀÂ� III. ÈÃÐ� ÌÍÎÃÈ� ËÈ�


1) Åñë� � äàííî� âåðøèí� õîäè� èãðî� a ∈ A (x ∈ Z1∩X0), ò� íàõîäè� 
åã� íàèëó÷øè� âûáî� � ýòî� âåðøèí� 

µa(x) ∈ Ar� max ua(y) 
y∈σ−1(x) 

� äîîïðåäåëÿå� âåêòî� âûèãðûøå� èãðîêî� � âåðøèí� 
def 

u(x) = (ub(x), b ∈ A) =(ub(µa(x)), b ∈ A). 

2) Åñë� � äàííî� âåðøèí� õîäè� ñëó÷à� (x ∈ Z1∩X0), ò� ïðèïèñûâàå� 
ýòî� âåðøèí� ñðåäíå� çíà÷åíè� âåêòîð� âûèãðûøå� ñðåä� âîçìîæíû� 
àëüòåðíàòè� 

u(x) = p(y x)u(y). 
y∈σ−1(x) 

|

� ðåçóëüòàò� ïîëó÷èë� ðåäóöèðîâàííó� èãð� � ìíîæåñòâî� ôèíàëü
íû� âåðøè� Z1. 

Øà� 2. Äë� ýòî� èãð� àíàëîãè÷í� øàã� 1 íàõîäè� ìíîæåñòâ� íåôè
íàëüíû� âåðøè� Z2, äë� êîòîðû� âñ� ïîñëåäóþùè� âåðøèí� � íîâî� 
äåðåâ� ÿâëÿþòñ� ôèíàëüíûìè: Z2 = {x | σ−1(x) ⊂ T ∪ Z1}. Äë� êàæ
äî� âåðøèí� x ýòîã� ìíîæåñòâ� àíàëîãè÷í� ïóíêòà� 1) � 2) îïðåäåëÿå� 
âûáîð� µa(x) ïð� x ∈ Xa � âåêòî� âûèãðûøå� u(x). 

Äàëå� àíàëîãè÷í� ïðîäîëæàå� ýòî� ïðîöåñ� äë� ìíîæåñò� 
Z3 = {x | σ−1(x) ⊂ T ∪ Z1 ∪ Z2},

Z4 = {x | σ−1(x) ⊂ T ∪ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3}


� ò.ä., ïîê� î÷åðåäíî� ìíîæåñòâ� Zl í� áóäå� ñîñòîÿò� òîëüê� è� íà÷àëü
íî� âåðøèí� x0. Ïð� ýòî� ïîëó÷åííà� ñèòóàöè� µ = (µa , a ∈ A) áóäå� 
ñîâåðøåííû� ïîäûãðîâû� ðàâíîâåñèå� èñõîäíî� èãð� G. Òàêè� îáðà
çîì, äîêàçàí� ñëåäóþùå� óòâåðæäåíèå. 

Òåîðåì� 13.1. � ëþáî� êîíå÷íî� ïîçèöèîííî� èãð� � ïîëíî� èíôîð
ìàöèå� ñóùåñòâóå� ñîâåðøåííî� ïîäûãðîâî� ðàâíîâåñèå. Ñîîòâåòñòâóþ
ùè� ñòðàòåãè� � âûèãðûø� èãðîêî� çàäàþòñ� àëãîðèòìî� Êóíà. 

Óïðàæíåíè� 13.3. Íàéò� ñîâåðøåííî� ïîäûãðîâî� ðàâíîâåñè� � ïî
çèöèîííî� èãð� G, èçîáðàæåííî� í� ðèñ. 13.4. 

Ïðèìå� 13.1. Ìîäåë� âíóòðèâåäîìñòâåííîã� ýêîëîãè÷åñêîã� êîíòðî
ëÿ. Ïóñò� ïåðâû� èãðî� − ïðåäïðèÿòèå, èìåþùå� äâ� ñòðàòåãèè: 1 −
ïðèìåíÿò� ýêîëîãè÷åñê� ÷èñòû� ñïîñî� ïðîèçâîäñòâ� � 2 − ïðèìåíÿò� 
"ãðÿçíûé", í� áîëå� äåøåâû� ñïîñîá. Âòîðî� èãðî� − êîíòðîëèðóþùè� 
îðãàí, ïðèíàäëåæàùè� òîì� æ� âåäîìñòâó, ÷ò� � ïðåäïðèÿòèå. Î� èìåå� 
äâ� ñòðàòåãèè: 1 − øòðàôîâàò� ç� ïðèìåíåíè� "ãðÿçíîãî"ñïîñîá� ïðîèç
âîäñòâà, 2 − ïðîïóñêàò� ýêîëîãè÷åñêî� íàðóøåíè� ("çàêðûâàò� ãëàçà"). 
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� 13. Ïîçèöèîííû� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå�


1b
÷èñò�

� @@@
@@@ ãðÿ� 

� @@@ b2

(1
×
, 1) � @@@

øòð� @@@ ïðî� 

(−5
×
, −2) (2,

×
−1) 

Ðèñ. 13.5 

Âíà÷àë� õîäè� ïåðâû� èãðîê, � çàòå� − âòîðîé, çíà� âûáî� ïåðâîãî. 
Í� ðèñ. 13.5 èçîáðàæåí� äåðåâ� èãðû. � ôèíàëüíû� âåðøèíà� äåðåâ� 
óêàçàí� óñëîâíû� âûèãðûø� èãðîêîâ. Íàïðèìåð, åñë� îá� èãðîê� ïðè
ìåíÿþ� âòîðû� ñòðàòåãèè, ò� ïåðâû� âûèãðàå� 2, � âòîðî� ïðîèãðàå� 1, 
ïîñêîëüê� ïð� ýòî� ïðîèçîøë� çàãðÿçíåíè� îêðóæàþùå� ñðåäû. 

Ëåãê� âèäåòü, ÷ò� ñîâåðøåííû� ïîäûãðîâû� ðàâíîâåñèå� � äàííî� 
ñëó÷à� ÿâëÿåòñ� íàáî� µ = (2, 2), ïðèâîäÿùè� � èñõîä� (2, −1). Îäíàêî, 
� ýòî� èãð� ñóùåñòâóå� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, áîëå� âûãîäíî� äë� âòîðîã� 
èãðîê� : î� ìîæå� èñïîëüçîâàò� "ñòðàòåãè� íàêàçàíèÿ"(ñì. � 11.) � ïð� 
âûáîð� ïåðâû� èãðîêî� âòîðî� ñòðàòåãè� âûáèðàò� ñòðàòåãè� "øòðàôî
âàòü", ÷ò� ïðèâîäè� � èñõîä� (−5, −2) (íåñìîòð� í� òî, ÷ò� ýò� åì� í� âû
ãîäíî). Òîãä� ïåðâû� èãðîê, ÷òîá� í� ïîëó÷èò� −5, ïðåäïî÷òå� âûáðàò� 
ïåðâó� ñòðàòåãèþ. � èòîã� ïîëó÷èòñ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� µ = (1, 1), 
êîòîðà� í� ÿâëÿåòñ� ñîâåðøåííû� ïîäûãðîâû� ðàâíîâåñèåì. Îòìåòèì, 
÷ò� ñèòóàöè� (2, 2) ìîæí� òàêæ� ïîëó÷èò� èñêëþ÷åíèå� äîìèíèðóåìû� 
ñòðàòåãè� � èãð� Γ(G) � ìàòðèöàì� 

øò� ïðî� øò� ïðî� 
ãðÿ� 1 1 ãðÿ� 1 1 

A = , B = .
÷èñ� −5 2 ÷èñ� −2 −1 

Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� ñòðàòåãè� 1 âòîðîã� èãðîê� ñëàá� äîìèíèðóåòñ� 
ñòðàòåãèå� 2. Åñë� å� âû÷åðêíóòü, ò� ïîëó÷àåòñ� èãðà, ãä� ñòðàòåãè� 2 
ïåðâîã� èãðîê� ñòðîã� äîìèíèðóå� ñòðàòåãè� 1. � ðåçóëüòàò� èñêëþ÷å
íè� äîìèíèðóåìû� ñòðàòåãè� îñòàíåòñ� ñèòóàöè� (2,2), êîòîðà� îáû÷í� 
� âîçíèêàå� ïð� âíóòðèâåäîìñòâåííî� êîíòðîëå. � ýòî� ïðèìåð� èãð� 
Γ(G) ðàçðåøèì� ï� äîìèíèðîâàíèþ. 

Âîîáù� äë� èã� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� òèïè÷í� ñèòóàöèÿ, êîãä� ñî
âåðøåííî� ïîäûãðîâî� ðàâíîâåñè� îäíî, � ïðî÷è� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, 
ñâÿçàííû� ñ� ñòðàòåãèÿì� íàêàçàíèÿ, ìíîãî. 
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ÃËÀÂ� III. ÈÃÐ� ÌÍÎÃÈ� ËÈ�


Ðàññìîòðè� ñëåäóþùå� âîçìóùåíè� èãð� G: ïóñò� � êàæäî� ïîçèöè� 
� íåêîòîðî� äîñòàòî÷í� ìàëî� âåðîÿòíîñòü� ε > 0 âñ� èãðîê� îøèáàþòñÿ. 
� êàæäî� ïîçèöè� èãðîê� a � âåðîÿòíîñòü� 1 − ε ðåàëèçóåòñ� íàìå÷åí
íà� è� àëüòåðíàòèâà, � � âåðîÿòíîñòü� ε ïðîèñõîäè� õî� ñëó÷à� � ðàâ
íîâåðîÿòí� ðåàëèçóåòñ� ëþáà� äðóãà� àëüòåðíàòèâà. Îáîçíà÷è� ÷åðå� 
Gε óêàçàííó� âîçìóùåííó� èãðó. Î÷åâèäíî, ÷ò� ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� 
îñòàþòñ� òàêèì� æå, êà� � èãð� G, � ëþáà� âåðøèí� èñõîäíî� èãð� � 
âîçìóùåííî� èãð� Gε ðåàëèçóåòñ� � ïîëîæèòåëüíî� âåðîÿòíîñòü� ïð� 
ëþáû� ñòðàòåãèÿ� èãðîêîâ. 

Òåîðåì� 13.2. Ïóñò� � èñõîäíî� èãð� G ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííî� ñî
âåðøåííî� ïîäûãðîâî� ðàâíîâåñèå. Òîãä� äë� ëþáîã� äîñòàòî÷í� ìàëîã� 
ε > 0 � èãð� Gε ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, ñîâïàäà
þùå� � ñîâåðøåííû� ïîäûãðîâû� ðàâíîâåñèå� èñõîäíî� èãðû. 

Äîêàçàòåëüñòâ� ïîâòîðÿå� ñõåì� àëãîðèòì� Êóíà. � ëþáî� ïðåä
ôèíàëüíî� ïîçèöè� x ∈ Z1 ∩ Xa ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííû� íàèëó÷øè� 
âûáî� µa(x) èãðîê� a, îòâå÷àþùè� ñîâåðøåííîì� ïîäûãðîâîì� ðàâíî
âåñèþ. � ëþáî� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� µ̂ ïð� äîñòàòî÷í� ìàëû� ε > 0 
µ̂a(x) = µa(x), ïîñêîëüê� âåðîÿòíîñò� îñóùåñòâëåíè� ïîçèöè� x ïîëîæè
òåëüí� � ëþáî� äðóãî� âûáî� ïðèâåäå� � ñòðîã� ìåíüøåì� âûèãðûøó. 
Äàëå� ðàññìàòðèâàþòñ� âåðøèí� è� Z2, Z3, ..., ïðîâîäÿòñ� àíàëîãè÷íû� 
ðàññóæäåíè� ï� èíäóêöè� � äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� µ̂ = µ. 

Ñëåäñòâèå. Ïóñò� G − ïîçèöèîííà� èãðà, äë� êîòîðî� ñóùåñòâóå� 
åäèíñòâåííî� ñîâåðøåííî� ïîäèãðîâî� ðàâíîâåñè� µ. Òîãä� èãð� � íîð
ìàëüíî� ôîðì� Γ(G) ðàçðåøèì� ï� äîìèíèðîâàíèþ, � âûèãðûø� èãðî
êî� ua(µ), a ∈ A, çàäàþòñ� àëãîðèòìî� Êóíà. 

� ñëåäóþùå� ïðèìåð� (ðèñ. 13.6) ñîâåðøåííî� ïîäûãðîâî� ðàâíîâåñè� 
ñòðîã� õóæ� äë� èãðîêîâ, ÷å� äðóãà� ñèòóàöèÿ. 

1b
�

�
��

�� @
@ b2 

(2
×
, 2) � @@@

(5, 5)
×

(0,
×
6) 

Ðèñ. 13.6 
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� 14. Ïîçèöèîííû� èãð� îáùåã� âèä�


��14. Ïîçèöèîííû� èãð� îáùåã� âèä� 

Îñíîâíî� îòëè÷è� ïîçèöèîííû� èã� � íåïîëíî� èíôîðìàöèå� î� èã� 
� ïîëíî� èíôîðìàöèå� ñîñòîè� � òîì, ÷ò� èãðî� � ìîìåí� ïðèíÿòè� ðå
øåíè� í� çíàå� òî÷í� ñîñòîÿíè� èãðû, ò� åñò� í� ðàçëè÷àå� íåêîòîðû� 
âåðøèí� ìåæä� ñîáîé. Îòìåòèì, ÷ò� íåòî÷íà� èíôîðìàöè� � òåêóùå� 
ñîñòîÿíè� òèïè÷í� äë� ðåàëüíû� êîíôëèêòîâ. Îáùå� ïîíÿòè� ïîçèöèîí
íî� èãð� (� íåïîëíî� èíôîðìàöèåé) îòëè÷àåòñ� î� äàííîã� âûø� îïðå
äåëåíè� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� � ñëåäóþùå� îòíîøåíèè. Äë� êàæ
äîã� èãðîê� a ââîäèòñ� äîïîëíèòåëüíî� ðàçáèåíè� ìíîæåñòâ� åã� ïîçè
öè� í� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâà. Èíôîðìàöèîííî� ìíîæåñòâ� − ýò� 
ñîâîêóïíîñò� ñîñòîÿíè� ïîçèöèîííî� èãðû, êîòîðû� èãðî� í� ðàçëè÷àå� 
ìåæä� ñîáîé. Íåîáõîäèìû� óñëîâèå� äë� âñå� ïîçèöè� îäíîã� èíôîðìà
öèîííîã� ìíîæåñòâ� ÿâëÿåòñ� îäèíàêîâî� ÷èñë� àëüòåðíàòèâ, ò.å. ïîñëå
äóþùè� ïîçèöèé, � êàæäî� òàêî� âåðøèíå. Êðîì� òîãî, èíôîðìàöèîííî� 
ìíîæåñòâ� í� äîëæí� ñîäåðæàò� äâó� ïîçèöèé, ïðèíàäëåæàùè� îäíîì� 
ïóòè, ñîåäèíÿþùåì� íà÷àëüíó� âåðøèí� � íåêîòîðî� ôèíàëüíîé. Çàíó
ìåðóå� ýò� ìíîæåñòâ� äë� êàæäîã� èãðîê� � îáîçíà÷è� èíôîðìàöèîííî� 
ìíîæåñòâ� � íîìåðî� j èãðîê� a ∈ A ÷åðå� Zaj. 

Êà� � � èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèåé, � ïðîèçâîëüíî� ïîçèöèîííî� 
èãð� � � 

G = A, (X, σ), ua(x), x ∈ T, a ∈ A; X\T = Xa ∪ X0 , � a∈A 

∀ x ∈ X0 ∃ p(x′|x), x� ∈ σ−1(x) , 

çàäàí� 
• A − ìíîæåñòâ� èãðîêîâ; 
• (X, σ) − êîíå÷íî� äåðåâ� (îðèåíòèðîâàííû� ãðà� áå� öèêëîâ), ãä� 

X − ìíîæåñòâ� ïîçèöè� (âåðøèí) � íà÷àëüíî� âåðøèíî� x0 � σ : X → X 
− îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùå� êàæäî� âåðøèí� äåðåâ� (X, σ) å� áëè
æàéøåã� ïðåäøåñòâåííèêà, ïðè÷å� 

1) σ(x0) = x0, 

2) íàéäåòñ� öåëî� l ≥ 0, ÷ò� σl(x) = x0 ∀ x ∈ X; íàèìåíüøå� òàêî� 
l íàçûâàåòñ� äëèíî� äåðåâ� (X, σ); 

• T = {x ∈ X | σ−1(x) = ∅} − ìíîæåñòâ� ôèíàëüíû� âåðøèí; 
• R = {Xa , a ∈ A, X0} − ðàçáèåíè� ìíîæåñòâ� X\T í� ïîïàðí� 

íåïåðåñåêàþùèåñ� ïîäìíîæåñòâà; 
• Xa − ìíîæåñòâ� ëè÷íû� ïîçèöèé, � êîòîðû� äåëàå� õî� èãðî� a ∈

A; 

153




• ∑

ÃËÀÂ� III. ÈÃÐ� ÌÍÎÃÈ� ËÈ�


• X0 − ìíîæåñòâ� ïîçèöèé, � êîòîðû� "äåëàå� õîä"ñëó÷àé; 
a • u : T → E1 − ôóíêöè� âûèãðûø� èãðîê� a;

äë� êàæäîã� x ∈ X0 çàäàí� âåðîÿòíîñò�


p(x′|x) > 0, p(x′|x) = 1, 
x′∈σ−1(x) 

ïåðåõîä� è� ïîçèöè� � � ïîçèöè� x� ∈ σ−1(x). 
Êðîì� òîãî, äë� êàæäîã� a ∈ A çàäàí� ðàçáèåíè� � 

Xa Zaj= 
j∈Ja 

í� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâ� Zaj, j ∈ Ja , âêëþ÷àþùè� ïîçèöè� � îäè
íàêîâû� ÷èñëî� àëüòåðíàòèâ, ðàâíû� k(j). Àëüòåðíàòèâ� êàæäî� ïîçè
öè� x ∈ Zaj ïðîíóìåðîâàí� ñëåâ� íàïðàâ� ÷èñëàì� î� 1 ä� k(j). Èãðî� a 
äåëàå� õîä, í� ðàçëè÷à� ïîçèöè� è� Zaj ìåæä� ñîáîé. ×òîá� îòðàçèò� ýò� 
îáñòîÿòåëüñòâî, îáîçíà÷è� ÷åðå� Alaj = {1, ..., k(j)} ìíîæåñòâ� íîìåðî� 
àëüòåðíàòè� äë� èíôîðìàöèîííîã� ìíîæåñòâ� Zaj èãðîê� a ∈ A. Â� âñå� 
ïîçèöèÿ� x ∈ Zaj ìíîæåñòâ� Alaj èçîìîðôí� ìíîæåñòâ� ïîçèöè� σ−1(x). 
Îáîçíà÷è� ÷åðå� ξ(x, k) âåðøèíó, ñëåäóþùó� ç� x � ñîîòâåòñòâóþùó� 
àëüòåðíàòèâ� � íîìåðî� k ∈ Alaj ïð� óêàçàííî� èçîìîðôèçìå. 

Îïðåäåëåíèå. ×èñòî� ñòðàòåãèå� èãðîê� a ∈ A íàçûâàåòñ� îòîáðà
æåíè� µa, îïðåäåëÿþùå� äë� êàæäîã� èíôîðìàöèîííîã� ìíîæåñòâ� Zaj 

àëüòåðíàòèâ� µa(Zaj) ∈ Alaj, êîòîðó� èãðî� âûáèðàå� � ëþáî� è� âåð
øè� ýòîã� ìíîæåñòâà. Íàáî� òàêè� ñòðàòåãè� 
µ = (µa, a ∈ A) íàçûâàåòñ� ñèòóàöèåé. 

Âåðîÿòíîñò� ïîïàñò� � ïîçèöè� x ∈ X, íåïîñðåäñòâåíí� ñëåäóþùó� 
ç� âåðøèíî� σ(x) ∈ Zaj ïð� èñïîëüçîâàíè� ñèòóàöè� µ, îïðåäåëÿåòñ� ï� 
ôîðìóë� p(x|µ) = p(σ(x)|µ)p� (x|σ(x), µ), ãä� 

1, åñë� x = ξ(σ(x), µa(Zaj)), 
p(x σ(x), µ) = |

0 � ïðîòèâíî� ñëó÷àå. 

Åñë� æ� σ(x) ∈ X0 − ïîçèöè� ñëó÷àÿ, ò� âåðîÿòíîñò� p(x|σ(x), µ) = 
p(x|σ(x)) çàäàí� óñëîâèÿì� èãðû. Òàêè� îáðàçîì, äë� ëþáî� ñèòóàöè� 
µ äë� êàæäîã� èãðîê� a ∈ A îïðåäåëåí� ñðåäíå� çíà÷åíè� ôóíêöè� âû
èãðûø� � 

u a(µ) = E(u a(x)|µ) = p(x|µ)u a(x). 
x∈T 

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííî� ñòðàòåãèå� πa èãðîê� a ∈ A íàçûâàåòñ� 
âåðîÿòíîñòíî� ðàñïðåäåëåíè� í� ìíîæåñòâ� {µa} åã� ÷èñòû� ñòðàòåãèé, 
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ñòàâÿùå� � ñîîòâåòñòâè� êàæäî� ñòðàòåãè� µa âåðîÿòíîñò� πµ
a 

a å� âûáîðà. 
Ñèòóàöè� π = (πa, a ∈ A) � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� îïðåäåëÿå� âåðî

ÿòíîñòíî� ðàñïðåäåëåíè� í� ìíîæåñòâ� T ôèíàëüíû� ïîçèöèé: 

p(x|π) = πµa p(x|µ) ∀ x ∈ T. 
µ a∈A 

Îæèäàåìû� âûèãðû� èãðîê� a � ñèòóàöè� π îïðåäåëÿåòñ� êà� ìàòåìà
òè÷åñêî� îæèäàíè� 

u a(π) = E(u a(x)|µ) = p(x|π)u a(x). 
x∈T 

Óêàçàííû� ñïîñî� ââåäåíè� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� àíàëîãè÷å� ñëó÷à� 
èã� � íîðìàëüíî� ôîðìå. Îäíàê� � äàííî� êëàññ� èã� îí, êà� ïðàâèëî, 
íåýôôåêòèâåí, ïîñêîëüê� äàæ� äë� íåáîëüøè� äåðåâüå� ÷èñë� âîçìîæ
íû� ÷èñòû� ñòðàòåãè� ìîæå� áûò� î÷åí� âåëèêî. Áîëå� ýôôåêòèâíû� 
ÿâëÿåòñ� ñëåäóþùè� ïîäõîä, ñâÿçàííû� � ïîíÿòèå� ñòðàòåãè� ïîâåäå
íèÿ. 

Ðàññìîòðè� ñèòóàöèþ, êîãä� èãðî� âûáèðàå� âåðîÿòíîñòíî� ðàñïðå
äåëåíè� í� àëüòåðíàòèâà� äë� êàæäîã� ñâîåã� èíôîðìàöèîííîã� ìíî
æåñòâ� è, � ñëó÷à� ñâîåã� âûáîðà, ïðîâîäè� ðàíäîìèçàöèþ, ïîëüçóÿñ� 
ýòè� ðàñïðåäåëåíèåì. Ïð� ýòî� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ò� ñëó÷àéíû� âûáî� 
àëüòåðíàòè� � ðàçëè÷íû� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâà� ïðîèçâîäèòñ� 
íåçàâèñèìî. 

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèå� ïîâåäåíè� βa èãðîê� a íàçûâàåòñ� îòîá
ðàæåíèå, êîòîðî� êàæäîì� èíôîðìàöèîííîì� ìíîæåñòâ� Zaj, j ∈ Ja , 
ñîïîñòàâëÿå� íàáî� 

k(j)

(paj, k = 1, ..., k(j)) : paj = 1, paj ≥ 0, k = 1, ..., k(j),k k k


k=1


ajïðè÷å� pk − âåðîÿòíîñò� âûáîð� àëüòåðíàòèâ� k ∈ Alaj � ëþáî� ïîçè
öè� ìíîæåñòâ� Zaj. 

Ëþáà� ñèòóàöè� β = (βa , a ∈ A) � ñòðàòåãèÿ� ïîâåäåíè� îïðåäåëÿå� 
âåðîÿòíîñòíî� ðàñïðåäåëåíè� í� ìíîæåñòâ� ïîçèöè� ñëåäóþùè� îáðà
çîì: 

σ(x) ∈ Zaj, x = ξ(σ(x), k), k ∈ Alaj ⇒ p(x|β) = p(σ(x)|β)paj;k 
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σ(x) ∈ X0 ⇒ p(x|β) = p(σ(x)|β)p(x|σ(x)). 

Îæèäàåìû� âûèãðû� ua(β) èãðîê� a � ñèòóàöè� β = (βa , a ∈ A) îïðå
äåëÿåòñ� êà� ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� ua(β) = 

x∈T 
p(x|β)ua(x). 

Òàêè� îáðàçîì, ì� îïðåäåëèë� äâ� ñìåøàííû� ðàñøèðåíè� èãð� 
Γ(G): 

Γ(G) = A, {πa}, ua(π), a ∈ A Γ(G) = A, {βa}, ua(β), a ∈ A� ˆ . 

Êà� îí� ìåæä� ñîáî� ñîîòíîñÿòñÿ? Èçó÷è� ýòî� âîïðîñ, èñïîëüçó� 
ñëåäóþùè� ïîíÿòèÿ. 

Îïðåäåëåíèå. Ïîçèöè� x ∈ Xa èãðîê� a íàçûâàåòñ� âîçìîæíî� äë� 
ñìåøàííî� ñòðàòåãè� πa (÷èñòî� ñòðàòåãè� µa), åñë� ñóùåñòâóå� òàêà� 
ñèòóàöè� π (µ), ñîäåðæàùà� πa (µa), ÷ò� p(x|π) > 0 (p(x|µ) > 0). 

Îïðåäåëåíèå. Èíôîðìàöèîííî� ìíîæåñòâ� Zaj èãðîê� a íàçûâàåòñ� 
ñóùåñòâåííû� äë� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� πa (÷èñòî� ñòðàòåãè� µa), åñë� 
íåêîòîðà� ïîçèöè� x ∈ Zaj âîçìîæí� äë� πa (µa). 

Îáîçíà÷è� ìíîæåñòâ� ïîçèöèé, âîçìîæíû� äë� ñòðàòåãè� µa , ÷åðå� 
Possµa, � ñåìåéñòâ� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâ, ñóùåñòâåííû� äë� µa , 
÷åðå� Relµa. Àíàëîãè÷í� ââîäÿòñ� ìíîæåñòâ� Possπa � ñåìåéñòâ� Rel πa . 

Îáîçíà÷è� ÷åðå� [x0, x] ïóòü, âåäóùè� è� íà÷àëüíî� âåðøèí� x0 äå
ðåâ� � âåðøèí� x. 

Óïðàæíåíè� 14.1. Ïóñò� µa − ÷èñòà� ñòðàòåãè� èãðîê� a ∈ A. Ïîêà
æèòå, ÷ò� x ∈ Possµa òîãä� � òîëüê� òîãäà, êîãä� ñòðàòåãè� µa � ëþáî� 
âåðøèí� x� ∈ [x0, x] ∩ Xa , x� = x, âûáèðàå� àëüòåðíàòèâó, ïðèíàäëåæà6

∩ Zajùó� ïóò� [x0, x]. � ÷àñòíîñòè, åñë� x ∈ Xa − ïåðâà� ïîçèöèÿ, ãä� 
èãðî� a äåëàå� õîä, ò� x ∈ Possµa � Zaj ∈ Relµa äë� ëþáî� ÷èñòî� 
ñòðàòåãè� µa . 

Äë� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� πa, èíôîðìàöèîííîã� ìíîæåñòâ� Zaj � àëü
òåðíàòèâ� k ∈ Alaj ïîëîæè� 

P (πa, j) = πµ
a 

a , Pk(π
a, j) = πµ

a 
a . 

µa:Zaj ∈Relµa µa:Zaj ∈Relµa, µa(Zaj )=k 

Çäåñ� P (πa, j) − âåðîÿòíîñò� âûáîð� ÷èñòî� ñòðàòåãè� µa , äë� êîòîðî� 
ìíîæåñòâ� Zaj âîçìîæíî, � Pk(πa, j) − âåðîÿòíîñò� âûáîð� àíàëîãè÷íî� 

añòðàòåãè� µ � äîïîëíèòåëüíû� óñëîâèå� µa(Zaj) = k. Íåòðóäí� âèäåòü, 

156




∑

∏

∑

� 14. Ïîçèöèîííû� èãð� îáùåã� âèä�


÷ò� 
k(j)

P (πa, j) = Pk(π
a, j). 

k=1 

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèå� ïîâåäåíè� βa , ñîîòâåòñòâóþùå� ñìåøàí
íî� ñòðàòåãè� πa èãðîê� a, íàçûâàåòñ� ñòðàòåãè� ïîâåäåíèÿ, îïðåäåëÿ
åìà� ñëåäóþùè� îáðàçîì: ⎧ Pk(πa, j)/P (πa, j), åñë� Zaj ∈ Rel πa , 

pajk =  � 
πµ
a 

a , åñë� Zaj ∈/ Rel πa . (14.1) 

µa:µa(Zaj )=k 

È� ïîñëåäíè� ôîðìó� âûòåêàåò, ÷ò� êàæäà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� îä
íîçíà÷í� îïðåäåëÿå� ñîîòâåòñòâóþùó� ñòðàòåãè� ïîâåäåíèÿ. Îáðàòíî, 
êàæäî� ñòðàòåãè� ïîâåäåíè� ñîîòâåòñòâóå� ìíîã� ñìåøàííû� ñòðàòåãèé. 
Í� îäí� è� íè� âñåãä� ìîæí� çàäàò� ñëåäóþùè� îáðàçîì. 

Ëåìì� 14.1. Åñë� äàí� ñòðàòåãè� ïîâåäåíè� βa èãðîê� a � ñìåøàííà� 
ñòðàòåãè� πa îïðåäåëåí� ï� ôîðìóë� 

πa aj 
µa = pij , 

j∈Ja 

ãä� µa(Zaj) = ij ∈ Alaj ∀ j ∈ Ja , ò� βa åñò� ñòðàòåãè� ïîâåäåíèÿ, 
ñîîòâåòñòâóþùà� πa . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáà� ÷èñòà� ñòðàòåãè� µa èãðîê� a îïðåäåëÿåòñ� 
íàáîðî� çíà÷åíè� 

ia = (ij | µ a(Zaj) = ij ∈ Alaj, j ∈ Ja). 

Ïîýòîì� 
k(j)� ∑� ∏� 

πa = paj = paj = 1.µa ij ij 
µa ia j∈Ja j∈Ja ij =1 

Ïóñò� Zaj ∈ Rel πa . Òîãä� äë� k ∈ Alaj 

Pk(π
a, j) = πµ

a 
a = 

µa:Zaj ∈Relµa, µa(Zaj )=k 
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al aj aj= pµa(Zal) p = dkp .k k 

µa:Zaj ∈Relµa, µa(Zaj )=k l∈Ja\{j} 

Âåëè÷èí� dk î� k ∈ Alaj í� çàâèñèò, ïîñêîëüê� îí� ïðåäñòàâëÿå� ñîáî� 
ñóìì� îäèíàêîâîã� ÷èñë� ñëàãàåìûõ, í� çàâèñÿùè� î� k. Îòñþä� 

k(j) k(j)

P (πa, j) = Pk(π
a, j) = dkp

aj = dk ⇒ paj = Pk(π
a, j)/P (πa, j).k k 

k=1 k=1 

Ïóñò� Zaj ∈/ Rel πa . Òîãä� 

� ( ∑ � � 
al ajπµ

a 
a = pµa(Zal) p = k 

µa:µa(Zaj )=k µa:µa(Zaj )=k l∈Ja\{j} 

al aj aj= pµa(Zal)pk = pk . 
l∈Ja\{j} µa:µa(Zaj )=k 

Ïðèâåäåííà� ëåìì� óòâåðæäàåò, ÷ò� ì� ìîæå� ïîëó÷èò� êàæäó� 
ñòðàòåãè� ïîâåäåíè� è� íåêîòîðî� ñìåøàííî� ñòðàòåãèè. 

Ïðèìå� 14.1. Èãð� � ïàðòíåðîì. � ýòî� àíòàãîíèñòè÷åñêî� èãð� èãðî� 
1 ñîñòîè� è� äâó� àãåíòîâ, íàçûâàåìû� Èãðàþùè� � Ïàðòíåð. Äâ� êàðòû, 
"ñòàðøàÿ"� "ìëàäøàÿ", ñäàþòñ� Èãðàþùåì� � èãðîê� 2. Îá� âîçìîæ
íû� ðàñêëàä� êàð� ñ÷èòàþòñ� ðàâíîâåðîÿòíûìè. Èãðî� ñ� ñòàðøå� êàð
òî� ïîëó÷àå� äîëëà� î� èãðîê� � ìëàäøå� êàðòî� � èìåå� àëüòåðíàòèâ� 
ëèá� çàêîí÷èòü, ëèá� ïðîäîëæèò� ïàðòèþ. Åñë� ïàðòè� ïðîäîëæàåòñÿ, 
Ïàðòíåð, í� çíà� ðàñêëàä� (� ïîëó÷åííî� ñóììû), ìîæå� ïîñîâåòîâàò� 
Èãðàþùåì� ïîìåíÿòüñ� êàðòî� � èãðîêî� 2 èë� ñîõðàíèò� ñâî� êàðòó. 
Ñíîâ� èìåþùè� ñòàðøó� êàðò� ïîëó÷àå� äîëëà� î� àãåíòà, èìåþùåã� 
ìëàäøó� (ñì. ðèñ. 14.1, ãä� � êàæäî� ôèíàëüíî� ïîçèöè� çàïèñà� âû
èãðû� èãðîê� 1). 
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1/2 1/2 

� Z11
� � Z21


z 
1 −1 

� Z12 

x y � 
b�w � @

@ b b�� @
@ � 

2 0 −2 0 

Ðèñ. 14.1 

Çäåñ� X1 = Z11 ∪ Z12 , X2 = Z21 . Ïîýòîì� µ1 = (µ1(Z11), µ1(Z12)) 
� µ2 = (µ2(Z21)). Ìàòðèö� îæèäàåìû� âûèãðûøå� u1(µ1, µ2) ïåðâîã� 
èãðîê� åñò� 

(1) (2) 
çàêîí÷èò� ïðîäîëæèò�
⎛
 ⎞


(çàêîí÷èòü, îñòàâèòü) (1, 1) 0
 −1/2

1/2
(çàêîí÷èòü, ìåíÿòüñÿ) (1, 2)


(ïðîäîëæèòü, îñòàâèòü) (2, 1)


⎝
 0
 ⎠
.
1/2 0

(ïðîäîëæèòü, ìåíÿòüñÿ) (2, 2) −1/2 0 

u1((1, 1), 1) = 1/2 1 + 1/2 (−1) = 0; · · 
u1((1, 1), 2) = 1/2 1 + 1/2 (−2) = −1/2;· · 
u1((1, 2), 1) = 1/2 1 + 1/2 (−1) = 0; · · 
u1((1, 2), 2) = 1/2 1 + 1/2 0 = 1/2;· · 
u1((2, 1), 1) = 1/2 2 + 1/2 (−1) = 1/2;· · 
u1((2, 1), 2) = 1/2 2 + 1/2 (−2) = 0; · · 
u1((2, 2), 1) = 1/2 0 + 1/2 (−1) = −1/2;· · 
u1((2, 2), 2) = 1/2 0 + 1/2 0 = 0.· · 

Ðåøåíè� ìàòðè÷íî� èãð� (π1 , π2, v) = ((0, 1/2, 1/2, 0), (1/2, 1/2), 1/4) 
îáåñïå÷èâàå� èãðîê� 1 îæèäàåìû� âûèãðû� 1/4, � èãðîê� 2 − îæèäàå
ìó� ïîòåðþ, í� ïðåâûøàþùó� 1/4. � äðóãî� ñòîðîíû, åñë� âçÿò� ñòðà
òåãè� ïîâåäåíè� èãðîê� 1 s = p11

1 , 1 − s = p11
2 � r = p12

1 , 1 − r = p12
2 , ò� 

ïîëó÷èì, ÷ò� îæèäàåìû� âûèãðû� èãðîê� 1 ðàâå� 
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s/2 + 2((1 − s)r/2) + 0 − 1/2 = (s − 1)(1/2 − r), åñë� µ2 = (1), 

s/2 + 2((1 − s)r/2) + 0 + (−2)r/2 + 0 = s(1/2 − r), åñë� µ2 = (2). 

Äë� ëþáû� s � r èãðîê� 1 ãàðàíòèðîâà� òîëüê� ìèíèìó� è� ýòè� äâó� 
çíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíà� ñóììà, êîòîðó� èãðî� 1 ìîæå� 
ñåá� îáåñïå÷èòü, ðàâí� 

max min[(s − 1)(1/2 − r), s(1/2 − r)] = 0 
0≤s,r≤1 

� äîñòèãàåòñ� ïð� r = 1/2. Òàêè� îáðàçîì, ñòðàòåãè� ïîâåäåíè� ìîãó� 
äàò� õóäøè� ðåçóëüòàò, ÷å� ñìåøàííû� ñòðàòåãèè. Çàìåòèì, ÷ò� ñìåøàí
íà� ñòðàòåãè� π1 = (π1 , π1 , π1 , π1 ) èìåå� ñîîòâåòñòâóþùó� ñòðà(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

òåãè� ïîâåäåíè� β1 = (s, r) = (π1 + π1 , π1 + π1 ). Ñëåäîâàòåëüíî, (1,1) (1,2) (1,1) (2,1)

åñë� ì� ðàññìîòðè� îïòèìàëüíó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� (0, 1/2, 1/2, 0) 
èãðîê� 1, ñîîòâåòñòâóþùå� ñòðàòåãèå� ïîâåäåíè� áóäå� s = r = 1/2, è, � 
ò� âðåì� êà� îïòèìàëüíà� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� îáåñïå÷èâàå� ïåðâîì� 
èãðîê� âûèãðû� 1/4, äàæ� ñîîòâåòñòâóþùà� ñòðàòåãè� ïîâåäåíè� äàå� 
åì� òîëüê� 0. Ýò� ðàñõîæäåíè� îáúÿñíÿåòñÿ, êîíå÷íî, íåçàâèñèìîñòüþ, 
ñîäåðæàùåéñ� � ïðèðîä� ñòðàòåãè� ïîâåäåíèÿ. ×òîá� ïîëó÷èò� ïîëîæè
òåëüíû� ðåçóëüòàò� ïð� èñïîëüçîâàíè� ñòðàòåãè� ïîâåäåíèÿ, íàä� íàëî
æèò� îãðàíè÷åíè� í� èíôîðìàöèîííî� ðàçáèåíèå. 

Îïðåäåëåíèå. Èãð� G íàçûâàåòñ� èãðî� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� èãðîê� 
a, åñë� è� Zaj ∈ Relµa � x ∈ Zaj ñëåäóå� x ∈ Possµa äë� âñå� Zaj, x � 
aµ . 

È� îïðåäåëåíè� âûòåêàåò, ÷ò� � èãð� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� èãðîê� a 
ëþáà� ïîçèöè� è� ñóùåñòâåííîã� èíôîðìàöèîííîã� ìíîæåñòâ� ÿâëÿåòñ� 
âîçìîæíîé. Òåðìè� "ïîëíà� ïàìÿòü"îçíà÷àåò, ÷ò� èãðî� ìîæå� òî÷í� 
âîññòàíîâèòü, êàêè� àëüòåðíàòèâ� î� âûáèðà� â� âñå� ñâîè� ïðåäûäóùè� 
õîäà� (ñì. óïðàæíåíè� 14.1). 

� ïðèìåð� 14.1 èãð� G í� ÿâëÿåòñ� èãðî� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� èãðî
ê� 1. Äåéñòâèòåëüíî, èíôîðìàöèîííî� ìíîæåñòâ� Z12 ñóùåñòâåíí� äë� 
ñòðàòåãè� µ1 = (1, 2), ïîñêîëüêó, åñë� èãðî� 2 èñïîëüçóå� ñòðàòåãè� 
µ2 = (2), ò� ïîçèöè� y ∈ Z12 ðåàëèçóåòñ� � âåðîÿòíîñòü� 1/2. Îäíàê� 
äðóãà� ïîçèöè� x ∈ Z12 í� ÿâëÿåòñ� âîçìîæíî� äë� ñòðàòåãè� µ1, òà� 
êà� Èãðàþùèé, ïîëó÷è� ñòàðøó� êàðòó, çàêàí÷èâàå� èãðó. 
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Èãð� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� âñå� èãðîêî� ïðåâðàùàåòñ� � èãð� � ïîë
íî� èíôîðìàöèåé, åñë� âñ� å� èíôîðìàöèîííû� ìíîæåñòâ� ñîäåðæà� ï� 
îäíî� âåðøèíå. 

Ïóñò� w ∈ T − ôèíàëüíà� ïîçèöèÿ, � èãðîê� a ïðèíàäëåæè� íåêî
òîðà� ïîçèöè� ïóò� [x0, w]. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� åã� ïîñëåäíÿ� ïîçèöè� 
x ∈ Zaj ∩ [x0, w] èìåå� àëüòåðíàòèâ� � íîìåðî� t ∈ Alaj, òàêæ� ïðèíàä
ëåæàùó� ïóò� [x0, w]. Ïîëîæè� 

Sa(w) = {µ a | Zaj ∈ Relµ a , µ a(Zaj) = t}. 

Íàêîíåö, ïóñò� âåëè÷èí� c(w) ðàâí� èë� ïðîèçâåäåíè� âåðîÿòíîñòå� 
àëüòåðíàòè� ñëó÷àÿ, ïðèíàäëåæàùè� ïóò� [x0, w], èë� 1, åñë� òàêîâû� 
íåò. Í� ðèñ. 14.1 äë� ôèíàëüíî� âåðøèí� w c(w) = 1/2, S1(w) = 
{(1, 1), (2, 1)}. 

Ëåìì� 14.2. Ïóñò� G − èãð� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� âñå� èãðîêîâ. 
Òîãä� äë� ëþáî� ñèòóàöè� µ = (µa, a ∈ A) � äë� âñå� w ∈ T 

c(w), åñë� µa ∈ Sa(w) ∀ a ∈ A, 
p(w µ) = |

0 � ïðîòèâíî� ñëó÷àå. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷í� ïîêàçàòü, ÷ò� åñë� 
µa ∈ Sa(w), a ∈ A, ò� êàæäà� ñòðàòåãè� µa âûáèðàå� àëüòåðíàòèâ� èã
ðîê� a, ïðèíàäëåæàùè� ïóò� [x0, w] (åñë� òàêîâû� ñóùåñòâóþò). Í� åñë� 
µa ∈ Sa(w), ò� Zaj ∈ Relµa è, òà� êà� G − èãð� � ïîëíî� ïàìÿòüþ, ò� 
x ∈ Possµa . Ïîýòîì� µa âûáèðàå� âñ� àëüòåðíàòèâ� èãðîê� a, ïðèíàäëå
æàùè� ïóò� [x0, w] (ñì. óïðàæíåíè� 14.1). 

Ñëåäñòâèå. Ïóñò� G − èãð� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� âñå� èãðîêîâ. Òî
ãä� äë� ëþáî� ñèòóàöè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� π = (πa , a ∈ A) ïîçè
öè� w ∈ T âîçíèêàå� � âåðîÿòíîñòü� 

p(w|π) = πµ
a 

a p(w|µ) = πµ
a 

a c(w). (14.2) 
µ a∈A µ:µa∈Sa(w),a∈A a∈A 

Ëåìì� 14.3. Ïóñò� G − èãð� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� èãðîê� a. Ïîçèöè� 
z ∈ Zal , ξ(z, k) � x ∈ Zal ïðèíàäëåæà� ïóò� [x0, w], w ∈ T, ïðè÷å� x 
ñëåäóå� ç� z.� Òîãä� ìíîæåñòâ� S1 = {µa Zal ∈ Relµa , µa(Zal) = k} � 
S2 = {µa | Zaj ∈ Relµa} ñîâïàäàþò. 

| 

1� ÷àñòíîñòè, x ìîæå� ñîâïàñò� � ξ(z, k). 
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a aÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñò� µ ∈ S1. Òîãä� Zal ∈ Relµ , è, òà� êà� G 
− èãð� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� èãðîê� a, ò� z ∈ Possµa . Ñëåäîâàòåëü
íî, ñòðàòåãè� µa âûáèðàå� âñ� àëüòåðíàòèâ� èãðîê� a í� ïóò� [0, z]. Í� 
µa(Zal) = k, è, çíà÷èò, µa âûáèðàå� âñ� àëüòåðíàòèâ� èãðîê� a í� ïóò� 

a a[0, x]. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Possµa, Zaj ∈ Relµ � µ ∈ S2. 
a aÏóñò� µ ∈ S2. Òîãä� Zaj ∈ Relµ , è, òà� êà� G − èãð� � ïîëíî� 

ïàìÿòü� äë� èãðîê� a, ò� x ∈ Possµa . Ñëåäîâàòåëüí� (ñì. óïðàæíåíè� 
a a14.1), z ∈ Possµ � µa(Zal) = k, ò.å. µ ∈ S1. 

Ñëåäóþùå� óòâåðæäåíè� ïîêàçûâàåò, ÷ò� � èãðà� � ïîëíî� ïàìÿòü� 
ìîæí� îãðàíè÷èòüñ� ïîèñêî� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � ñòðàòåãèÿ� ïîâåäå
íèÿ. 

Òåîðåì� 14.1. Ïóñò� β − ñèòóàöè� � ñòðàòåãèÿ� ïîâåäåíèÿ, ñîîòâåò
ñòâóþùà� (ï� ôîðìóëà� (14.1)) ïðîèçâîëüíî� ñèòóàöè� π � ñìåøàííû� 
ñòðàòåãèÿ� � èãð� G, � êîòîðî� âñ� ïîçèöè� èìåþ� ï� êðàéíå� ìåð� äâ� 
àëüòåðíàòèâû. Òîãä� äë� òîã� ÷òîá� ua(β) = ua(π), a ∈ A, äë� âñå� π 
� äë� ëþáû� çíà÷åíè� ôóíêöè� âûèãðûø� ua(w), a ∈ A, w ∈ T, íåîá
õîäèì� � äîñòàòî÷íî, ÷òîá� G áûë� èãðî� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� âñå� 
èãðîêîâ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñò� G í� ÿâëÿåòñ� èãðî� � ïîë
íî� ïàìÿòü� äë� íåêîòîðîã� èãðîê� a. Òîãä� äîëæí� ñóùåñòâîâàò� ÷è
ñòà� ñòðàòåãè� µa � òàêè� äâ� ïîçèöè� x � y � íåêîòîðî� èíôîðìàöè

a aîííî� ìíîæåñòâ� Zaj, ÷ò� x ∈/ Possµ � y ∈ Possµ . Âûáåðå� ñòðàòå
ãè� µ̂a , äë� êîòîðî� x ∈ Poss µ̂a � µ̂a(Zaj) = t =6 µa(Zaj). Ïð� ýòî� 
ñóùåñòâóå� òàêà� ïîçèöè� z ∈ [x0, x] ∩ Zal , � êîòîðî� k-à� àëüòåðíàòè
âà, ïðèíàäëåæàùà� [x0, x], ñòðàòåãèå� µ̂a âûáèðàåòñÿ, � ñòðàòåãèå� µa 

a 

−
íåò. Ïóñò� µ̂ − òàêà� ñèòóàöèÿ, ñîäåðæàùà� µ̂ , ÷ò� p(x|µ̂) > 0, � w ∈ T 
− ôèíàëüíà� ïîçèöèÿ, ñëåäóþùà� ç� x, äë� êîòîðî� p(w|µ̂) > 0. � èã
ð� G ïðèìåð� 14.1 (ñì. ðèñ. 14.1) a = 1, k = 2, t = 1, l = 1, j = 2, 
µ1 = (1, 2), µ̂1 = (2, 1), µ̂2 = (1). 

Ïîëîæè� πa = (1/2)µa +(1/2)µ̂a . Äë� ñîîòâåòñòâóþùå� ñòðàòåãè� ïî
al ajâåäåíè� βa âûïîëíåí� pk = pt = 1/2. Ïóñò� ñèòóàöè� β � ñòðàòåãèÿ� 

ïîâåäåíè� ñîîòâåòñòâóå� ñèòóàöè� π = µ̂||πa . Òîãä� p(w|β) ≤ (1/4)c(w) < 
(1/2)c(w) = p(w|π). Îïðåäåëè� äë� èãðîê� a ôóíêöè� âûèãðûø� ñëåäó
þùè� îáðàçîì: � 

1, w� = w, 
ua(w′) = 

0, w� ∈ T, w� =6 w. 
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Òîãä� è� ïîñëåäíåã� íåðàâåíñòâ� ñëåäóåò, ÷ò� ua(β) < ua(π) (ïðîòèâîðå
÷èå). 

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� G − èãð� � ïîëíî� ïàìÿòü� äë� 
âñå� èãðîêîâ. Òîãä� äîñòàòî÷í� ïîêàçàòü, ÷ò� p(w|β) = p(w|π) äë� âñå� 
w ∈ T. Âîçüìå� íåêîòîðó� ôèíàëüíó� ïîçèöè� w. 

Ïóñò� x1 ∈ Zaj1 , ..., xr(a) ∈ Zajr(a) − ïîçèöè� èãðîê� a, ðàñïîëîæåííû� 
r(a)� ïîðÿäê� ñëåäîâàíè� âäîë� ïóò� [x0, w], � k1 ∈ Alaj1 , ..., kr(a) ∈ Alaj

− íîìåð� ñîîòâåòñòâóþùè� àëüòåðíàòèâ, ïðèíàäëåæàùè� ïóò� [x0, w]. 
a aÇàìåòèì, ÷ò� Zaj1 ∈ Relµ äë� âñå� µ (ñì. óïðàæíåíè� 14.1). Ïîýòîì� 

P (πa, j1) = πµ
a 

a = 1. 

µa:Zaj1 ∈Relµa 

Áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� âñ� èíôîðìàöèîííû� ìíî
æåñòâ� Zaj2 , ..., Zajr(a) ñóùåñòâåíí� äë� ñòðàòåãè� πa . Äåéñòâèòåëüíî, � 
ïðîòèâíî� ñëó÷à� p(w|β) = p(w|π) = 0. 

� äàííû� îáîçíà÷åíèÿ� 

aSa(w) = {µ a | Zajr(a) ∈ Relµ , µ a(Zajr(a) ) = kr(a)}. 

È� ëåìì� 14.3 ñëåäóåò, ÷ò� 

Pkr−1 (π
a, jr−1) = P (πa, jr), r = 2, ..., r(a). 

Îòñþä� âûòåêàåò, ÷ò� äë� ñîîòâåòñòâóþùå� πa ñòðàòåãè� ïîâåäåíè� βa = 
(paj, k ∈ Alaj, j ∈ Ja) ï� ôîðìóëà� (14.1) k 

r(a) r(a)
� 
pajkr

r = 
� Pkr (π

a, jr)
= Pkr(a) 

(πa, jr(a)) = 
� 

πµ
a 

a . (14.3)

P (πa, jr)r=1 r=1 µa∈Sa(w) 

Èñïîëüçó� ñëåäñòâè� ëåìì� 14.2, ïîëó÷àå�


r(a)

ajr (14.3) 
p(w|β) = c(w) pkr 

= 
a∈A r=1 

(14.3) (14.2) 
= c(w) πµ

a 
a = c(w) πµ

a 
a = p(w|π). 

a∈A µa∈Sa(w) µa∈Sa(w),a∈A a∈A 
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Óïðàæíåíè� 14.2. Èçìåíè� ïðàâèë� èãð� è� ïðèìåð� 14.1. Ïåðâû� 
äåëàå� õî� èãðî� 2. Î� âûáèðàå� âàðèàí� ðàñêëàä� äâó� êàð� (ñòàðøå� 
� ìëàäøåé) Èãðàþùåì� � ñåáå. Èãðàþùèé, í� çíà� ðàñêëàäà, ìîæå� 
îñòàâèò� êàðò� � ïðåæíå� ïîëîæåíèè, ëèá� ïîìåíÿò� è� ìåñòàìè. Çà
òåì, Ïàðòíåð, íàáëþäàâøè� ç� äåéñòâèÿì� Èãðàþùåãî, òàêæ� ìîæå� 
âûáðàò� îäí� è� äâó� àëüòåðíàòèâ: í� òðîãàò� êàðòû, ëèá� ïîìåíÿò� è� 
ìåñòàìè. Èãðîê, èìåþùè� � èòîã� ñòàðøó� êàðòó, ïîëó÷àå� î� äðóãîã� 
èãðîê� äîëëà� � äîïîëíèòåëüíó� ñóììó, îïðåäåëÿåìó� ï� ñëåäóþùåì� 
ïðàâèëó. Åñë� èãðî� 1 èìåå� ñòàðøó� êàðò� � ðåçóëüòàò� îäíîã� (èë� 
äâóõ) å� ïåðåìåùåíèé, ò� î� ïîëó÷àå� î� èãðîê� 2 äîïîëíèòåëüí� äâ� 
(èë� òðè) äîëëàðà. � àíàëîãè÷íî� ñèòóàöè� èãðî� 2 ïîëó÷àå� î� èãðîê� 
1 äîïîëíèòåëüí� îäè� äîëëà� (èë� äâ� äîëëàðà). Åñë� ïîñë� ðàçäà÷è, 
êàðò� í� ïåðåìåùàëèñü, ò� äîïîëíèòåëüíû� âûïëàò� í� ïðîèçâîäÿòñÿ. 
Óñòàíîâèòü, ÷ò� îïèñàííà� àíòàãîíèñòè÷åñêà� èãð� G ÿâëÿåòñ� èãðî� � 
ïîëíî� ïàìÿòü� äë� îáîè� èãðîêîâ. Íàéò� îïòèìàëüíû� ñòðàòåãè� ïî
âåäåíè� � çíà÷åíè� èãðû. 

��15. Êîîïåðàòèâíû� èãð� 

Êîîïåðàòèâíû� èãð� îòíîñÿòñ� � íåñòðàòåãè÷åñêè� èãðàì, � êî
òîðû� èãðîê� äåëÿ� íåêîòîðî� êîëè÷åñòâ� (äåíåæíîã� äîõîäà, ðåñóðñ� � 
ò.ï.), èñïîëüçó� êàêîé-ëèá� ïðèíöè� îïòèìàëüíîñòè. 

Ïðèìå� 15.1. Èãð� "äæàç-îðêåñòð". Âëàäåëå� íî÷íîã� êëóá� � Ïà
ðèæ� îáåùàå� $1000 ïåâöó, ïèàíèñò� � óäàðíèê� (èãðîê� 1,2 � 3) ç� 
ñîâìåñòíó� èãð� � åã� êëóáå. Âûñòóïëåíè� äóýò� ïåâö� � ïèàíèñò� î� 
ðàñöåíèâàå� � $800, óäàðíèê� � ïèàíèñò� − � $650 � îäíîã� ïèàíèñò� −
� $300. Äóý� ïåâåö−óäàðíè� çàðàáàòûâàå� $500 ç� âå÷å� � îäíî� ñòàí
öè� ìåòðî, ïåâå� çàðàáàòûâàå� $200 ç� âå÷å� � îòêðûòî� êàôå. Óäàðíè� 
îäè� íè÷åã� í� ìîæå� çàðàáîòàòü. Êàêî� ðàñïðåäåëåíè� äîõîä� � $1000 
ñëåäóå� ñ÷èòàò� ðàçóìíûì, ó÷èòûâà� îïèñàííû� âîçìîæíîñò� èãðîêîâ? 

Ïóñò� A − ìíîæåñòâ� íîìåðî� èãðîêîâ. Ïîäìíîæåñòâ� K ⊆ A � êî
îïåðàòèâíî� òåîðè� íàçûâàþòñ� êîàëèöèÿìè. Ôóíêöè� v, ñîïîñòàâëÿ
þùà� êàæäî� êîàëèöè� K å� äîõî� v(K), íàçûâàåòñ� õàðàêòåðèñòè÷å
ñêîé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêà� ôóíêöè� v íàçûâàåòñ� ñóïåðàääèòèâíîé, åñë� 
v(K ∪ T ) ≥ v(K) + v(T ) äë� ëþáû� íåïåðåñåêàþùèõñ� êîàëèöè� K � T. 
Óñëîâè� ñóïåðàääèòèâíîñò� îçíà÷àåò, ÷ò� ïð� K ∩ T = ∅ äîõî� êîàëèöè� 
K ∪ T í� ìåíüø� ñóìì� äîõîäî� êîàëèöè� K � T . � äàëüíåéøå� âìåñò� 
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v({i, j, ..., l}) áóäå� ïèñàò� v(ij...l). 
� ïðèìåð� 15.1 A = {1, 2, 3}, � õàðàêòåðèñòè÷åñêà� ôóíêöè� v ïðè

íèìàå� ñëåäóþùè� çíà÷åíèÿ: v(1) = 200, v(2) = 300, v(3) = 0, v(12) = 
800, v(23) = 650, v(13) = 500, v(123) = 1000. Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� v 
ñóïåðàääèòèâíà. Åñë� á� óñëîâè� ñóïåðàääèòèâíîñò� çäåñ� íàðóøàëîñ� 
(ñêàæåì, ïð� v(1) = 400), ò� ñîáðàò� âåñ� ñîñòà� ìóçûêàíòî� ç� $1000 áû
ë� á� òðóäíî, åñë� òîëüê� � ñîâìåñòíî� èãð� è� í� ïðèâëåêàþ� äðóãè� 
ñòèìóëû. 

Îïðåäåëåíèå. Êîîïåðàòèâíî� èãðî� ( èë� èãðî� � ôîðì� õàðàêòåðè
ñòè÷åñêî� ôóíêöèè) íàçûâàåòñ� ïàð� K = A, v . 

Óñòàíîâè� ñâÿç� ìåæä� èãðàì� � íîðìàëüíî� ôîðì� � êîîïåðàòèâ
íûì� èãðàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� � èãð� Γ = A, Sa , ua(s), a ∈ A 
ìíîæåñòâ� ñòðàòåãè� èãðîêî� êîíå÷íû, � âûèãðûø� − äåíåæíûå. Èãðî
ê� ìîãó� îñóùåñòâëÿò� ïîáî÷íû� ïëàòåæè, ò.å. ïåðåðàñïðåäåëÿò� ìåæ
ä� ñîáî� ïîëó÷åííû� âûèãðûøè. Îïðåäåëè� õàðàêòåðèñòè÷åñêó� ôóíê
öèþ. Äë� êîàëèöè� A åñòåñòâåíí� ïîëîæèò� v(A) = max ua(s). Äë� 

s∈S a∈A 
ëþáî� êîàëèöè� K = A � ñèòóàöè� s îáîçíà÷è� 6

def � asK = (s , a ∈ K) ∈ SK = Sa . 
a∈K 

Òåïåð� ñèòóàöè� s ìîæí� çàïèñàò� � âèä� s = (sK , sA\K ). Ïóñò� èãð� Γ 
èìåå� ïîñòîÿííó� ñóììó, ò.å. 

u a(s) ≡ const. 
a∈A 

Äë� òàêè� èã� v(K) ìîæí� îïðåäåëèò� êà� çíà÷åíè� àíòàãîíèñòè÷åñêî� 
èãð� êîàëèöè� K ïðîòè� å� äîïîëíåíè� A\K � def ∑ � 

ΓK = SK , SA\K , u K(s K , s A\K ) = u a(s K , s A\K ) . 
a∈K 

Óïðàæíåíè� 15.1. Äîêàæèòå, ÷ò� äë� èãð� Γ � ïîñòîÿííî� ñóììî� 
õàðàêòåðèñòè÷åñêà� ôóíêöè� v ñóïåðàääèòèâí� � 

v(K) + v(A\K) = v(A) ∀K ⊂ A. (15.1) 

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷ò� êîîïåðàòèâíà� èãð� K = A, v èìåå� ïî
ñòîÿííó� ñóììó, åñë� äë� íå� âûïîëíåí� óñëîâè� (15.1). 

165




( ) ( )

( )

∑

∑
〈 〉∑

ÃËÀÂ� III. ÈÃÐ� ÌÍÎÃÈ� ËÈ�


Ïðèìå� 15.2. Ðàññìîòðè� äâ� ïàð� ìàòðè� 

A1 = 
2 3 

, B1 =
5 6

; � 4 1 ) (7 −2 � 
A2 =

7 −1 
, B2 = 

−1 2 
. 

2 3 4 3 
Ïåðâû� èãðî� âûáèðàå� íîìå� ñòðîê� i, âòîðî� − íîìå� ñòîëáö� j, � 
òðåòè� èãðî� âûáèðàå� íîìå� ïàð� r ∈ {1, 2}. Âûèãðû� ïåðâîã� èãðîê� 
ðàâå� aij

r , âòîðîã� − br ij
r = 10 − aijr − br ij, � òðåòüåã� − c ij. Èãð� Γ èìåå� ïî

ñòîÿííó� ñóìì� v(123) = 10. Íàéäå� v(1). Ïåðâû� èãðî� èãðàå� ïðîòè� 
êîàëèöè� {2, 3} � èãð� � ìàòðèöå� 

(1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2) 

1 2 7 3 −1 
2 4 2 1 3 

Âû÷åðêèâà� ïåðâû� � âòîðî� ñòîëáö� � ðåøà� èãð� 2×2, íàõîäè� çíà÷å
íè� èãð� v(1) = 5/3. È� óñëîâè� ïîñòîÿíñòâ� ñóìì� v(23) = 10 − v(1) = 
25/3. 

Óïðàæíåíè� 15.2. � óñëîâèÿ� ïðèìåð� 15.2 íàéäèò� çíà÷åíè� õàðàê
òåðèñòè÷åñêî� ôóíêöè� v(2), v(13), v(3) � v(12). 

Îïðåäåëåíèå. Äåëåæî� íàçûâàåòñ� âåêòî� y = (ya , a ∈ A), óäîâëå
òâîðÿþùè� óñëîâèÿ� 

y a = v(A), y a ≥ v(a) ∀ a ∈ A. 
a∈A 

Äåëå� y çàäàå� ðàñïðåäåëåíè� âûèãðûø� v(A), óäîâëåòâîðÿþùå� óñëî
âè� èíäèâèäóàëüíî� ðàçóìíîñò� ya ≥ v(a) ∀ a ∈ A. Ïóñò� Y − ìíîæå
ñòâ� âñå� äåëåæåé. 

È� ñâîéñòâ� ñóïåðàääèòèâíîñò� õàðàêòåðèñòè÷åñêî� ôóíêöè� v âû
òåêàå� íåðàâåíñòâ� v(a) ≤ v(A). 

a∈A 

Îïðåäåëåíèå. Êîîïåðàòèâíà� èãð� K = A, v íàçûâàåòñ� íåñóùå
ñòâåííîé, åñë� v(a) = v(A). 

a∈A 

� íåñóùåñòâåííî� èãð� äåëå� y = (v(a), a ∈ A) − åäèíñòâåííûé. � 
äàëüíåéøå� áóäå� ðàññìàòðèâàò� òîëüê� ñóùåñòâåííû� èãðû. 
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Îïðåäåëåíèå. Äâ� êîîïåðàòèâíû� èãð� K = A, v � K� = A, v� 

íàçûâàþòñ� ýêâèâàëåíòíûìè, åñë� íàéäóòñ� òàêè� ÷èñë� c > 0 � 
da, a ∈ A, ÷ò� v′(K) = cv(K) + da ∀ K ⊆ A. 

a∈K 

Ïåðåõî� î� èãð� K � ýêâèâàëåíòíî� èãð� K� ìîæí� ñâÿçàò� � èçìå
íåíèå� � c ðà� äåíåæíî� åäèíèöû. Ïîëîæèòåëüíà� âåëè÷èí� da èíòåð
ïðåòèðóåòñ� êà� äîïîëíèòåëüíà� âûïëàò� èãðîê� a. Åñë� æ� âåëè÷èí� 
da îòðèöàòåëüíà, ò� −da ìîæí� ðàññìàòðèâàò� êà� ïëàò� èãðîê� a ç� 
ó÷àñòè� � èãðå. Äåëå� y èãð� K ïåðåõîäè� � äåëå� z èãð� K� � êîìïî
íåíòàì� za = cy ∀ a ∈ A.a + da 

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷ò� êîîïåðàòèâíà� èãð� K� èìåå� 
(0 − 1)-ðåäóöèðîâàííó� ôîðìó, åñë� v′(A) = 1, v′(a) = 0 ∀ a ∈ A. 

Äë� êîîïåðàòèâíî� èãð� K ýêâèâàëåíòíà� èãð� K� èìåå� 
(0 − 1)-ðåäóöèðîâàííó� ôîðìó, åñë� 

c = (v(A) − v(a))−1 � da = −cv(a), ∀a ∈ A. 
a∈A 

Óïðàæíåíè� 15.3. Äë� èãð� "äæàç-îðêåñòð"íàéò� ýêâèâàëåíòíó� èã
ð� � (0 − 1)-ðåäóöèðîâàííî� ôîðìå. 

� êîîïåðàòèâíî� òåîðè� íå� åäèíîã� ïîíÿòè� "ðàçóìíîãî"äåëåæà. 
Áîëå� òîãî, ðàçëè÷íû� ñîîáðàæåíè� "îïòèìàëüíîñòè"ïðèâîäÿ� � ðàçíû� 
ìíîæåñòâà� "ðàçóìíûõ"äåëåæåé. Ðàññìîòðè� äâ� ïîäõîäà, îñíîâàííû� 
í� ïîíÿòèÿ� ÿäð� � âåêòîð� Øåïëè. 

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâ� äåëåæå� 

C = {y ∈ Y | y a ≥ v(K) ∀ K =6 A}
a∈K 

íàçûâàåòñ� ÿäðî� (èë� c-ÿäðî� î� àíãëèéñêîã� ”core”). 
Äåëå� y, ïðèíàäëåæàùè� ÿäðó, óäîâëåòâîðÿå� óñëîâè� "ãðóïïîâî� 

ðàçóìíîñòè": âûèãðû� v(K) ëþáî� êîàëèöè� K í� ïðåâîñõîäè� å� äîë� 
ya ï� äåëåæ� y. 

a∈K 
Çàéìåìñ� âûâîäî� óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ÿäðà, ò.å. êîãä� C =6 ∅. 

Ïîëîæè� � 
aC � = {y ∈ E|A| | y ≥ v(K) ∀ K =6 A}. 

a∈K 

Óïðàæíåíè� 15.4. Äîêàæèòå, ÷ò� ÿäð� C ñóùåñòâóå� òîãä� � òîëüê� 
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òîãäà, êîãä� � 
min y a ≤ v(A). (15.2) 
y∈C� 

a∈A 

� óñëîâè� (15.2) min ya çàïèøå� � ïîìîùü� äâîéñòâåííî� çàäà÷� 
y∈C� 

a∈A 
ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíè� 

min y a = max λK v(K), 
y∈C� λ∈Λ 

K=Aa∈A 6

ãä� 

Λ = {λ = (λK , K =6 A) | λK = 1 ∀a ∈ A, λK ≥ 0 ∀ K =6 A}. 
K:a∈K 

Ïîñëåäíè� ìàêñèìó� ìîæí� áðàò� òîëüê� ï� ìíîæåñòâ� Λ0 êðàéíè� òî
÷å� (âåðøèí) ìíîãîãðàííèê� Λ (ñì. óïðàæíåíè� 5.5). Îêîí÷àòåëüí� íåîá
õîäèìî� � äîñòàòî÷íî� óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ÿäð� çàïèñûâàåòñ� � âèä� 

λK v(K) ≤ v(A) ∀ λ ∈ Λ0 . (15.3) 
K=A 

Âåêòîð� è� ìíîæåñòâ� Λ íàçûâàþòñ� ñáàëàíñèðîâàííûì� ïîêðûòèÿì� 
ìíîæåñòâ� A, � âåêòîð� è� ìíîæåñòâ� Λ0 − ïðèâåäåííûì� (èë� ìè
íèìàëüíûìè) ñáàëàíñèðîâàííûì� ïîêðûòèÿìè. Äë� êîàëèöè� K ⊂ A 
îïðåäåëè� âåêòî� 

1, a ∈ K, 
χ(K) ∈ E|A| : χa(K) = 

0, a /∈ K. 

Ýò� âåêòîð� ÿâëÿþòñ� ñòîëáöàì� ìàòðèö� ñèñòåì� óðàâíåíèé, çàäàþ
ùå� ìíîæåñòâ� Λ. 

Äë� òîã� ÷òîá� ñáàëàíñèðîâàííî� ïîêðûòè� λ áûë� ïðèâåäåííûì, 
íåîáõîäèì� � äîñòàòî÷íî, ÷òîá� ñèñòåì� âåêòîðî� {χ(K) | λK > 0} áûë� 
ëèíåéí� íåçàâèñèìîé. Ýòî� ôàê� äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷í� óïðàæíåíè� 
5.5. 

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâ� B êîàëèöè� íàçûâàåòñ� ñáàëàíñèðîâàííûì, 
åñë� íàéäåòñ� òàêî� ïðèâåäåííî� ñáàëàíñèðîâàííî� ïîêðûòè� λ, ÷ò� 
B = {K | λK > 0}. 
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Ïðèìåðî� ñáàëàíñèðîâàííîã� ñåìåéñòâ� êîàëèöè� ÿâëÿåòñ� ðàçáèå
íè� B ìíîæåñòâ� A í� ïîïàðí� íåïåðåñåêàþùèåñ� ïîäìíîæåñòâà. Äë� 
ñîîòâåòñòâóþùåã� ïðèâåäåííîã� ñáàëàíñèðîâàííîã� ïîêðûòè� λ êîìïî
íåíò� λK = 1, K Îòìåòèì, ÷ò� äë� òàêîã� ïîêðûòè� íåðàâåí∈ B. 
ñòâ� è� (15.3) âûïîëíÿåòñ� "àâòîìàòè÷åñêè", � ñèë� ñóïåðàääèòèâíîñò� 
õàðàêòåðèñòè÷åñêî� ôóíêöèè. Ïîýòîì� ïðèâåäåííû� ñáàëàíñèðîâàííû� 
ïîêðûòèÿ, îòâå÷àþùè� ðàçáèåíèÿ� ìíîæåñòâ� A, � äàëüíåéøå� í� ðàñ
ñìàòðèâàþòñÿ. Ñïðàâåäëè� � áîëå� îáùè� ðåçóëüòàò. 

Óïðàæíåíè� 15.5. Ïóñò� äë� ïðèâåäåííîã� ñáàëàíñèðîâàííîã� ïî
êðûòè� λ íàéäóòñ� òàêè� êîàëèöè� T � L, ÷ò� T ∩ L = ∅, λT ≥ λL > 0. 
Ïîêàæèòå, ÷ò� ïîêðûòè� µ � êîìïîíåíòàì� 

K µ = 

⎨ ⎩

λT − λL , K = T, 

0, K = L, 

λL , K = T ∪ L, 
λK , K =6 T, L, T ∪ L, 

ÿâëÿåòñ� ïðèâåäåííû� ñáàëàíñèðîâàííû� �


λK v(K) ≤ µ K v(K). (15.4) 
K=A K=A 

È� (15.4) âûòåêàåò, ÷ò� íåðàâåíñòâ� (15.3) äîñòàòî÷í� ïðîâåðÿò� òîëü
ê� äë� ñóùåñòâåííû� ïðèâåäåííû� ñáàëàíñèðîâàííû� ïîêðûòè� λ, äë� 
êîòîðû� í� ñóùåñòâóþ� íåïåðåñåêàþùèõñ� êîàëèöè� T � L � ïîëîæè
òåëüíûì� λT � λL . 

Íàéäå� íåîáõîäèìî� � äîñòàòî÷íî� óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ÿäð� � êî
îïåðàòèâíî� èãð� òðå� ëèö. Êîìïîíåíò� âåêòîð� λ ∈ Λ0 óïîðÿäî÷è� 
ñëåäóþùè� îáðàçîì: λ = (λ1, λ2, λ3, λ23, λ13, λ12). Ïåðå÷èñëè� âñ� ïðèâå
äåííû� ñáàëàíñèðîâàííû� ïîêðûòè� ìíîæåñòâ� A: 

λ(1) = (1, 1, 1, 0, 0, 0), λ(2) = (1, 0, 0, 1, 0, 0), λ(3) = (0, 1, 0, 0, 1, 0), 

λ(4) = (0, 0, 1, 0, 0, 1), λ(5) = (0, 0, 0, 1/2, 1/2, 1/2). 

� ó÷åòî� ðåçóëüòàò� óïðàæíåíè� 15.5 ñóùåñòâåííû� ïîêðûòèå� ÿâëÿ
åòñ� òîëüê� λ(5) � óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ÿäð� çàïèñûâàåòñ� � âèä� 
v(23) + v(13) + v(12) ≤ 2v(123). 
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Óïðàæíåíè� 15.6. Äë� êîîïåðàòèâíî� èãð� "äæàç-îðêåñòð"ïðîâåðüòå, 
÷ò� ÿäð� C ñóùåñòâóåò. Èçîáðàçèò� ïðîåêöè� ÿäð� í� ïëîñêîñò� (y1, y2) 
� íàéäèò� åã� âåðøèíû. 

� òàáëèö� 15.1 ïåðå÷èñëåí� âñ� ñóùåñòâåííû� ïðèâåäåííû� ñáàëàí
ñèðîâàííû� ïîêðûòè� ìíîæåñòâ� A èãð� ÷åòûðå� ëèö. 

Òàáë. 15.1 

λK , K ∈ B B
A\{a}, a = 1, 2, 3, 4 1/3, 1/3, 1/3, 1/3 
{1,2,3},{1,2,4}, {3,4� 1/2, 1/2, 1/2 

{1,2,3},{1,4}, {2,4},{3,4� 2/3, 1/3, 1/3, 1/3 
{1,2,3},{1,4}, {2,4},{3� 1/2, 1/2, 1/2, 1/2 

Îñòàëüíû� ñóùåñòâåííû� ïîêðûòè� îòëè÷àþòñ� î� óêàçàííû� ïåðåñòà
íîâêàì� íîìåðî� èãðîêîâ. 

Ðàññìîòðè� ÷àñòíû� ñëó÷à� êîîïåðàòèâíî� èãðû, êîãä� óñëîâè� ñó
ùåñòâîâàíè� ÿäð� ìîæå� áûò� çàïèñàí� � ïðîñòî� ôîðìå. 

Îïðåäåëåíèå. Êîîïåðàòèâíà� èãð� K = A, v íàçûâàåòñ� ñèììåò
ðè÷íîé, åñë� õàðàêòåðèñòè÷åñêà� ôóíêöè� v çàâèñè� òîëüê� î� ÷èñë� 
èãðîêî� � êîàëèöèè: v(K) = v|K| ∀ K ⊂ A. 

Óïðàæíåíè� 15.7. Ïîêàæèòå, ÷ò� äë� ñèììåòðè÷íî� êîîïåðàòèâíî� 
èãð� K ÿäð� C òîãä� � òîëüê� òîãä� ñóùåñòâóåò, êîãä� âûïîëíåí� íåðà
âåíñòâ� 

K
v|K| ≤ 

|
|A|
|
v|A| ∀ K ⊂ A. (15.5) 

Íåäîñòàòêî� ÿäð� ÿâëÿåòñ� òî� ôàêò, ÷ò� îí� ìîæå� í� ñóùåñòâî
âàòü. Äîêàæåì, ÷ò� C = ∅, åñë� êîîïåðàòèâíà� èãð� K = A, v èìåå� 
ïîñòîÿííó� ñóììó. Äåéñòâèòåëüíî, åñë� y ∈ C, ò� 

y b ≥ v(A\{a}) = v(A) − v(a), y a ≥ v(a). 
b=a 

Ïîñëåäíè� äâ� íåðàâåíñòâ� ìîãó� âûïîëíÿòüñ� òîëüê� êà� ðàâåíñòâà. 
Îòñþä� ya = v(a) ∀ a ∈ A � ya < v(A) (ïðîòèâîðå÷èå). 

a∈A 
Óêàçàííû� íåäîñòàòêî� í� îáëàäàå� âåêòî� Øåïëè. Îïðåäåëè� åãî, 

èñïîëüçó� âåðîÿòíîñòíó� èíòåðïðåòàöèþ. Ïîëîæè� v(∅) = 0. 
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Îïðåäåëåíèå. Äë� èãðîê� a ∈ K âåëè÷èí� v(K)−v(K\{a}) íàçûâàåòñ� 
âêëàäî� èãðîê� � êîàëèöè� K. 

Ïóñò� êîàëèöè� A îáðàçóåòñ� � ðåçóëüòàò� ñëåäóþùåã� ñëó÷àéíîã� 
ïðîöåññà. Ñíà÷àë� � âåðîÿòíîñòü� 1/|A| âûáèðàåòñ� èãðî� a1, çàòå� è� 
îñòàâøèõñ� |A| − 1 èãðîêî� � âåðîÿòíîñòü� 1/(|A| − 1) âûáèðàåòñ� èã
ðî� a2 � ïðèñîåäèíÿåòñ� � èãðîê� a1 � ò.ä. � ðåçóëüòàò� � âåðîÿòíîñòü� 
1/|A|! áóäå� âûáðàí� ïåðåñòàíîâê� èãðîêî� a1, ..., a|A|. Ìîæí� ïîäñ÷èòàò� 
âêëà� èãðîê� al � êîàëèöè� {a1, ..., al}. Òàêè� îáðàçîì, äë� êàæäîã� èã
ðîê� a åã� âêëà� (� êàêóþ-ò� êîàëèöè� K) áóäå� ñëó÷àéíî� âåëè÷èíîé, 
ïðèíèìàþùå� çíà÷åíè� v(K) − v(K\{a}) (ãä� a ∈ K) � âåðîÿòíîñòü� 
(|K| − 1)! (|A| − |K|)!/|A|!. 

Îïðåäåëè� òåïåð� ñïåöèàëüíû� äåëå� ϕ − âåêòî� Øåïëè. Åã� êîì
ïîíåíò� ϕa ðàâí� ìàòåìàòè÷åñêîì� îæèäàíè� âêëàä� èãðîê� a, ò.å. 

ϕa = 
� (|K| − 1)! (|A| − |K|)!

(v(K) − v(K\{a})). 
K:a∈K 

|A|! 

Ïðîâåðèì, ÷ò� 
(|K| − 1)! (|A| − |K|)! 

= 1. (15.6) 
K:a∈K 

|A|! 

Äåéñòâèòåëüíî, 

|A|� (|K| − 1)! (|A| − |K|)! 
= 
∑ � (l − 1)! (|A| − l)! 

. 
K:a∈K 

|A|! 
l=1 K:a∈K, |K|=l 

|A|! 

×èñë� êîàëèöèé, ñîäåðæàùè� l èãðîêî� � ñðåä� íè� èãðîê� a, ðàâí� 

C l−1 =
(|A| − 1)! 

. |A|−1 (l − 1)! (|A| − l)! 

Ïîýòîì� � ïîñëåäíå� äâîéíî� ñóìì� ïð� ëþáî� l âíóòðåííÿ� ñóìì� ðàâ
í� 1/|A|. Îòñþä� � ñëåäóå� (15.6). 

Óïðàæíåíè� 15.8. Ïîêàæèòå, ÷ò� âåêòî� Øåïë� ϕ = (ϕa , a ∈ A) 
ÿâëÿåòñ� äåëåæî� êîîïåðàòèâíî� èãðû. 

Óïðàæíåíè� 15.9. Âûïèøèò� ÿâíû� ôîðìóë� äë� ïîäñ÷åò� âåêòîð� 
Øåïë� � èãð� òðå� ëèö. Íàéò� âåêòî� Øåïë� äë� êîîïåðàòèâíî� èã
ð� "äæàç-îðêåñòð"� ïîêàçàò� åã� ïðèíàäëåæíîñò� ÿäðó. Ïðîâåðèòü, ÷ò� 
åñë� v(123) óìåíüøèò� í� $3 , ò� âåêòî� Øåïë� ÿäð� í� ïðèíàäëåæèò. 
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Óïðàæíåíè� 15.10. Ïîêàçàòü, ÷ò� äë� ñèììåòðè÷íî� êîîïåðàòèâíî� 
èãð� âåêòî� Øåïë� ϕ = (v|A|/|A|, ..., v|A|/|A|). 

Êîììåíòàðè� � áèáëèîãðàôè� � ãëàâ� III 

� 12. Îïðåäåëåíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� äë� èãð� ìíîãè� ëè� ïðè
íàäëåæè� Äæ. Íýø� [76]. Òåîðåì� 12.1 äîêàçàí� Ñ. Êàêóòàí� [47] � èñ
ïîëüçîâàí� äë� äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� 2.3 � âîãíóòî-âûïóêëî� ôóíê
öèè. Òåîðåì� ñóùåñòâîâàíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èãðà� � êîíå÷íûì� 
ìíîæåñòâàì� ñòðàòåãè� äîêàçàí� Äæ. Íýøå� [76]. Òà� æ� ïðèâåäåí� 
ñâîéñòâ� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Ïðèìå� 12.1 
ïðèíàäëåæè� Í.Í. Âîðîáüåâ� [34]. Îïðåäåëåíè� èãðû, ðàçðåøèìî� ï� 
äîìèíèðîâàíèþ, ââåäåí� Ý. Ìóëåíî� [71]. 

� 13. Îñíîâíû� ïîíÿòè� òåîðè� ïîçèöèîííû� èã� îïðåäåëåí� Äæ. ôî� 
Íåéìàíî� � Î. Ìîðãåíøòåðíî� � [72]. Ïîëíà� ôîðìàëèçàöè� ýòè� èã� 
ïðîâåäåí� Ã.Ó. Êóíî� [58]. Îïðåäåëåíè� ñîâåðøåííîã� ïîäûãðîâîã� ðàâ
íîâåñè� ïðèíàäëåæè� Ð. Ñåëòåí� [98]. Òåîðåì� 13.1 � ñóùåñòâîâàíè� ñè
òóàöè� ðàâíîâåñè� � ïîçèöèîííî� èãð� � ïîëíî� èíôîðìàöèå� äîêàçàí� 
Ã.Ó. Êóíî� [58]. Êîíöåïöè� âîçìóùåííî� èãðû, � êîòîðî� èãðîê� ìîãó� 
îøèáàòüñ� ïð� âûáîð� ñâîè� ñòðàòåãèé, ââåäåí� Ð. Ñåëòåíî� [99]. 

� 14. Ïðèìå� 14.1 � òåîðåì� 14.1 î� ýêâèâàëåíòíîñò� ñìåøàííû� ñòðà
òåãè� ñîîòâåòñòâóþùè� ñòðàòåãèÿ� ïîâåäåíè� � èãðà� � ïîëíî� ïàìÿòü� 
ïðèíàäëåæè� Ã.Ó. Êóí� [58]. Äðóãè� ðåçóëüòàò� ï� òåîðè� ïîçèöèîííû� 
èã� ñì. � ñáîðíèê� [82]. � ìîäåëÿì� ìíîãîøàãîâû� íåàíòàãîíèñòè÷åñêè� 
èã� ìîæí� îçíàêîìèòüñ� � [22, 23, 71, 91]. 

� 15. Îñíîâ� êîîïåðàòèâíî� òåîðè� çàëîæåí� Äæ.ôî� Íåéìàíî� � 
Î. Ìîðãåíøòåðíî� � [72]. Ïðèìå� êîîïåðàòèâíî� èãð� "äæàç-îðêåñòð" 
ïðèíàäëåæè� Ã.Ï. ßíã� (ñì. [71]). Ïîíÿòè� ÿäð� îïðåäåëåí� Ä. Äæèë
ëèñî� � [44]. Íåîáõîäèìî� � äîñòàòî÷íî� óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ÿäð� � 
èñïîëüçîâàíèå� íîâû� êîìáèíàòîðíû� îáúåêòî� − ïðèâåäåííû� ñáàëàí
ñèðîâàííû� ïîêðûòè� − ïîëó÷åí� Î.Í. Áîíäàðåâî� � 1962 ãîä� � [13], 
ãäå, � ÷àñòíîñòè, îïèñàí� ïðèâåäåííû� ñáàëàíñèðîâàííû� ïîêðûòè� äë� 
èã� òðå� � ÷åòûðå� ëèö. Î.Ð. Ìåíüøèêîâ� � êàíäèäàòñêî� äèññåðòàöè� 
(ôàêóëüòå� ÂÌè� ÌÃÓ, 1978 ãîä) ïåðå÷èñëèë� âñ� ïðèâåäåííû� ñáàëàí
ñèðîâàííû� ïîêðûòè� äë� èã� ïÿò� � øåñò� ëèö. Ðåçóëüòà� óïðàæíåíè� 
15.5 âçÿ� è� [109]. Òåîðè� äâîéñòâåííîñò� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíè� 
ñì. � [5]. Ð. Àóìà� [7] îïðåäåëè� ïîíÿòè� ÿäð� äë� èãð� � íîðìàëüíî� 
ôîðìå. Ðÿ� ðåçóëüòàòî� � ýòî� íàïðàâëåíè� ïîëó÷å� À.À. Âàñèíû� (ñì. 
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[22], ãä� èìååòñ� òàêæ� îáçî� ðàáî� ï� òåîðè� ÿäðà). Â.Â. Ìîðîçî� � 
Ì.Õ. Àúçàìõóæàå� ââåë� äèñêðåòíû� êîîïåðàòèâíû� èãðû, � êîòîðû� 
çíà÷åíè� õàðàêòåðèñòè÷åñêî� ôóíêöè� � êîìïîíåíò� äåëåæå� − öåëû� 
÷èñëà. Äë� òàêè� èã� ïîèñ� äåëåæ� è� ÿäð� ñâîäèòñ� � çàäà÷� öåëî÷èñ
ëåííîã� ëèíåéíîã� ïðîãðàììèðîâàíèÿ. � [68] ïðåäëîæå� ýôôåêòèâíû� 
àëãîðèò� å� ðåøåíè� äë� èã� øåñò� ëèö. 

Âåêòî� Øåïë� áû� îïðåäåëå� � [102], ãä� èìååòñ� àêñèîìàòè÷åñêî� 
åã� îáîñíîâàíè� (ñì. òàêæ� [31]). � äðóãèì� êîíöåïöèÿì� îïòèìàëüíî
ñò� � êîîïåðàòèâíî� òåîðè� (ðåøåíèå� ôî� Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà, n
ÿäðî� Øìàéäëåð� � äð.) ìîæí� îçíàêîìèòüñ� � [55, 31, 78]. Ôóíäàìåí
òàëüíû� îáçî� ðåçóëüòàòî� ï� òåîðè� èã� ñì. � [93]. 
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ÃËÀÂ� IV. ÂÂÅÄÅÍÈ� � ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓ� 

ÝÊÎÍÎÌÈÊ� 

� ýòî� ãëàâ� ðàññìàòðèâàþòñ� ïðîñòåéøè� ìàòåìàòè÷åñêè� ìîäåë� 
ïðîèçâîäñòâà, ðàñïðåäåëåíè� � ïîòðåáëåíèÿ. 

��16. Ìîäåë� íåðåãóëèðóåìû� ðûíêî� 

Âàæíó� ðîë� � ýêîíîìè÷åñêî� òåîðè� èãðàå� ïîíÿòè� ðûíêà. Ðû
íî� − ýò� ìåõàíèç� îáìåí� òîâàðàìè, âêëþ÷àþùè� äâ� òèï� àãåíòîâ: 
ïðîèçâîäèòåë� (ïðîäàâöû) � ïîòðåáèòåë� (ïîêóïàòåëè). Êàæäû� àãåí� 
ñàìîñòîÿòåëüí� ïðèíèìàå� ðåøåíè� î� ó÷àñòè� � îáìåíå, èñõîä� è� ñâîè� 
èíòåðåñî� � ïðåäëàãàåìû� óñëîâèé. Îáû÷í� êàæäû� ïðîäàâå� íàçíà÷à
å� óñëîâè� îáìåí� � âèä� öåí� í� ñâî� òîâàð, � ïîêóïàòåë� âûáèðàþò, 
ñêîëüê� � êàêîã� òîâàð� êóïèòü. Í� ñóùåñòâóþ� � äðóãè� âàðèàíò� ðûí
êîâ. 

� ýòî� ãëàâ� ðàññìàòðèâàþòñ� òð� îñíîâíû� ìîäåë� ðûíê� îäíîã� 
òîâàðà: 

1) ðûíî� � óñëîâèÿ� ñîâåðøåííî� êîíêóðåíöèè, èë� êîíêóðåíòíû� 
ðûíîê, í� êîòîðî� ìíîã� ìåëêè� àãåíòîâ-ïðîèçâîäèòåëå� � ïîòðåáèòå
ëåé; 

2) ìîíîïîëèçèðîâàííû� ðûíîê, í� êîòîðî� îäè� ïðîèçâîäèòåëü
ìîíîïîëèñ� âçàèìîäåéñòâóå� � áîëüøè� ÷èñëî� ìåëêè� ïîòðåáèòåëåé; 

3) îëèãîïîëèÿ, ò� åñò� ðûíîê, í� êîòîðî� íåñêîëüê� ôèð� êîíêóðè
ðóþò, âçàèìîäåéñòâó� � ìíîæåñòâî� ìåëêè� ïîòðåáèòåëåé. 

� ÷èòàòåë� � ìàòåìàòè÷åñêè� ñêëàäî� óì� çäåñ� âîçíèêàþ� âîïðî
ñû: ÷ò� îçíà÷àå� "ìåëêèé"àãåíò, "áîëüøî� ÷èñë� ìåëêè� ïîòðåáèòåëåé"� 
ò.ï.? Ñëåäóå� îòìåòèòü, ÷ò� äîñòàòî÷í� ïîëíû� � òî÷íû� îòâåòî� í� ïî
äîáíû� âîïðîñ� í� ïîëó÷åí� ä� íàñòîÿùåã� âðåìåíè. Íåêîòîðû� ïîäõîä� 
� îöåíê� èçëîæåí� � ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííî� îëèãîïîëèè. Óêàçàííû� 
õàðàêòåðèñòèê� ñëóæà� íåêîòîðû� îáîñíîâàíèå� ñôîðìóëèðîâàííû� äà
ëå� ïðåäïîëîæåíè� � ïîâåäåíè� àãåíòîâ. 

Êîíêóðåíòíû� ðûíî� îäíîã� òîâàð� 

Ðàññìîòðè� ðûíî� îäíîðîäíîã� (ò.å. í� ðàçëè÷àþùåãîñ� ï� êà÷åñòâó) 
òîâàðà, òàêîã� êà� íåôò� èë� ìóêà. Ïðåäïîëîæåíèå, ëåæàùå� � îñíîâ� 
ìîäåë� êîíêóðåíòíîã� ðûíêà, ñîñòîè� � ñëåäóþùåì: í� ðûíê� ñêëàäû
âàåòñ� åäèíà� öåí� p í� òîâà� � í� îäè� ïðîèçâîäèòåë� èë� ïîòðåáèòåë� 
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í� ìîæå� ïîâëèÿò� í� íå� èíäèâèäóàëüíûì� äåéñòâèÿìè, ò.å. êàæäû� 
àãåí� ïðèñïîñàáëèâàåòñ� � ðûíî÷íî� öåí� p. 

Íà÷íå� � îïèñàíè� ïîâåäåíè� ïðîèçâîäèòåëå� òîâàðà. Ïðåäïîëàãàåò
ñÿ, ÷ò� êàæäû� è� íè� ñòðåìèòñ� ìàêñèìèçèðîâàò� ïðèáûë� î� ïðîèçâîä
ñòâ� òîâàðà. Îáîçíà÷è� ÷åðå� A ìíîæåñòâ� ïðåäïðèÿòèé, ïîñòàâëÿþùè� 
òîâà� í� ðûíîê. � ïðîñòåéøå� ñëó÷à� êîíêðåòíî� ïðåäïðèÿòè� a ∈ A õà
ðàêòåðèçóåòñ� ìàêñèìàëüíû� îáúåìî� âûïóñêà, èë� ïðîèçâîäñòâåííî� 
ìîùíîñòüþ, V a � óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòü� ïðîäóêò� (� ðàñ÷åò� í� åäè
íèöó) ca . Ïð� ýòî� ñòðàòåãèå� ïðåäïðèÿòè� ÿâëÿåòñ� îáúå� âûïóñê� V . 
Ôîðìàëüí� ïîâåäåíè� ïðîäàâö� a õàðàêòåðèçóåòñ� ôóíêöèå� ïðåäëîæå
íè� Sa(p), êîòîðà� óêàçûâàå� îïòèìàëüíû� îáúå� ïðîèçâîäñòâ� � çàâè
ñèìîñò� î� öåíû. Ðàññìîòðèì, êà� îïðåäåëÿåòñ� Sa(p) � äàííî� ñëó÷àå: ⎧ ⎨ ⎩


0, åñë� p < ca , 

[0, V a], åñë� p = c
a ,


V a , åñë� p > ca , 

Sa(p) = Arg max [V (p − c a)] = 
0≤V ≤V a

ãä� V (p − ca) − ôóíêöè� ïðèáûëè. 
Îòìåòèì, ÷ò� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� ÿâëÿåòñ� òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííû� 

îòîáðàæåíèåì, ò.å. îäíîì� çíà÷åíè� àðãóìåíò� ìîæå� ñîîòâåòñòâîâàò� 
öåëî� ìíîæåñòâ� çíà÷åíè� ôóíêöèè. Îáùà� õàðàêòåðèñòèê� ðûíê� ñ� 
ñòîðîí� ïðîèçâîäèòåëå� − ýò� ñóììàðíà� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� 
S(p) = Sa(p). Ýò� ôóíêöè� óêàçûâàå� îáùå� êîëè÷åñòâ� òîâàðà, ïî

� 
A∈a

ñòàâëÿåìî� í� ðûíî� � çàâèñèìîñò� î� öåíû. Óïîðÿäî÷è� ïðåäïðèÿòè� 
ï� âîçðàñòàíè� óäåëüíû� ñåáåñòîèìîñòåé, ò.å. ïóñò� c1 ≤ c2 ≤ ... Òîãä� 
ãðàôè� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� äë� ñëó÷à� òðå� ïðîèçâîäèòåëå� âûãëÿ
äè� ñëåäóþùè� îáðàçîì: 

-

6S(P )

1 2 3

V 1 + V 2 + V 3 

V 1 + V 2 

V 1 

c
 c
 c
 p


Ðèñ. 16.1 

� êà÷åñòâ� ïðèìåð� áîëå� îáùå� ìîäåë� ïðîèçâîäñòâ� ðàññìîòðè� 
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ïðåäïðèÿòèå, í� êîòîðî� èìåþòñ� òð� âèä� ïðîèçâîäñòâåííû� ìîùíî
ñòå� (ñòàíêîâ) äë� âûïóñê� òîâàðà. Êàæäû� âè� õàðàêòåðèçóåòñ� âåëè
÷èíàì� óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñò� ci � ìàêñèìàëüíîã� îáúåì� âûïóñê� V i , 
ãä� i = 1, 2, 3 � c1 < c2 < c3 . Ïð� âûïîëíåíè� çàêàç� í� âûïóñ� V åäèíè� 
òîâàð� ïðåäïðèÿòè� ñòðåìèòñ� ìèíèìèçèðîâàò� èçäåðæê� ïðîèçâîäñòâà. 
Âûÿñíèì, êà� çàâèñè� ïîëíà� ñåáåñòîèìîñò� C(V ) î� îáúåì� âûïóñê� ïð� 
îïòèìàëüíî� çàãðóçê� ìîùíîñòåé. Î÷åâèäíî, ÷ò� ïðåäïðèÿòè� � ïåðâó� 
î÷åðåä� èñïîëüçóå� ìîùíîñò� � ìèíèìàëüíî� óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòü� 
âûïóñêà. Åñë� è� í� õâàòèò, ò� áóäó� çàäåéñòâîâàí� ìîùíîñò� âòîðîãî, 
� çàòå� òðåòüåã� òèïà. Òàêè� îáðàçîì, ãðàôè� C(V ) èìåå� ñëåäóþùè� 
âèä: 

-

6

�����
�

�
�

�
�

�
�

�
�C(V )

VV 1 + V 2 + V 3V 1 V 1 + V 2
α1

α2

α3

tgαi = ci, i = 1, 2, 3

Ðèñ. 16.2 

� îáùå� ñëó÷à� ïðåäïðèÿòè� a õàðàêòåðèçóåòñ� ôóíêöèå� Ca(V ) ñå
áåñòîèìîñò� âûïóñê� � îáúåì� V í� äàííî� ïðåäïðèÿòèè. Äàëå� ïðåäïî
ëàãàåòñÿ, ÷ò� ýò� ôóíêöè� çàäàå� îáùè� èçäåðæêè. Ïðåæäå, ÷å� ñôîðìó
ëèðîâàò� ñâîéñòâ� ôóíêöè� èçäåðæåê, íàïîìíè� îïðåäåëåíè� âûïóêëî� 
(âîãíóòîé) ôóíêöè� (ñì. � 2.). 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöè� C(V ) íàçûâàåòñ� âûïóêëî� (âîãíóòîé), åñë� 
äë� ëþáû� äâó� òî÷å� V1 � V2 � ëþáîã� ÷èñë� 0 < t < 1 ñïðàâåäëèâ� 
íåðàâåíñòâ� C(tV1 + (1 − t)V2)) ≤ (≥)tC(V1) + (1 − t)C(V2). 

Îòìåòè� íåêîòîðû� ñâîéñòâ� âûïóêëû� ôóíêöèé, èçâåñòíû� è� êóðñ� 
ìàòåìàòè÷åñêîã� àíàëèçà. 

Âûïóêëà� ôóíêöè� C(V ), îïðåäåëåííà� í� ïîëóîñ� V ≥ 0, íåïðåðûâ
í� � ëþáî� òî÷ê� V > 0. 

Âûïóêëà� � íåóáûâàþùà� ôóíêöè� C(V ) íåïðåðûâí� � � òî÷ê� 
V = 0. 

Äë� âûïóêëî� ôóíêöè� C(V ) � ëþáî� òî÷ê� V ñóùåñòâóþ� ëåâîñòî
ðîííÿ� Ċ−(V ) � ïðàâîñòîðîííÿ� Ċ+(V ) ïðîèçâîäíûå. Ïðè÷åì, åñë� 
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V < V ′, ò� Ċ+(V ) ≤ Ċ−(V ′). 
Äë� äèôôåðåíöèðóåìî� ôóíêöè� C(V ) íåîáõîäèìû� � äîñòàòî÷íû� 

óñëîâèå� âûïóêëîñò� ÿâëÿåòñ� íåóáûâàíè� ï� V ïðîèçâîäíî� Ċ(V ). 

Äë� äâàæä� äèôôåðåíöèðóåìî� ôóíêöè� àíàëîãè÷íû� óñëîâèå� ÿâ
¨ëÿåòñ� íåîòðèöàòåëüíîñò� âòîðî� ïðîèçâîäíî� C(V ). 

Áóäå� ïðåäïîëàãàòü, ÷ò� ôóíêöè� èçäåðæå� C(V ) îáëàäàå� ñëåäóþ
ùèì� ñâîéñòâàìè: 

C1 ìîíîòîíí� âîçðàñòàå� ï� V ; 
C2 C(0) = 0; 
C3 ÿâëÿåòñ� âûïóêëî� ôóíêöèåé; 
C4 Ċ−(V ) → ∞ ïð� V → ∞. 

Îáñóäè� ñâîéñòâ� C1-C4 � ïðàêòè÷åñêî� òî÷ê� çðåíèÿ. 
Ïåðâî� ñâîéñòâ� î÷åâèäíî: ÷å� áîëüø� îáúå� âûïóñêà, òå� áîëüø� 

îáùè� èçäåðæêè. 
Âòîðî� óñëîâè� êàæåòñ� îãðàíè÷èòåëüíûì, òà� êà� � ïðåäïðèÿòè� ìî

ãó� áûò� ïîñòîÿííû� èçäåðæêè. Îäíàê� ýò� èçäåðæê� í� èãðàþ� ðîë� 
ïð� ðàñ÷åò� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� (ñì. íèæå), � èíâåñòèöèîííû� ïðî
öåññ� ì� í� ðàññìàòðèâàåì. 

Òðåòü� � ÷åòâåðòî� ñâîéñòâ� îçíà÷àþò, ÷ò� óäåëüíû� èçäåðæê� Ċ+(V ) 
ðàñòó� � ñòðåìÿòñ� � áåñêîíå÷íîñò� � óâåëè÷åíèå� îáúåì� âûïóñêà. � ò� 
æ� âðåì� è� ïðîèçâîäñòâåííî� ïðàêòèê� èçâåñòíî, ÷ò� ïð� ïåðåõîä� î� 
îïûòíîã� ïðîèçâîäñòâ� � ìàññîâîì� âûïóñê� âîçíèêàå� ýôôåê� ìàñøòà
áà, ò.å. óäåëüíû� èçäåðæê� óáûâàþ� � ðîñòî� îáúåì� âûïóñêà. Îäíàêî, 
äàííû� ýôôåê� âîçíèêàå� òîãäà, êîãä� ïðåäïðèÿòè� ìåíÿå� ñòðóêòóð� 
îñíîâíû� ôîíäîâ. Ðàññìàòðèâàåìà� çäåñ� ìîäåë� îòðàæàå� ðàáîò� ïðåä
ïðèÿòè� � ñòàöèîíàðíû� óñëîâèÿõ. 

Äàäè� ôîðìàëüíî� îáîñíîâàíè� ñâîéñòâ� C3. Îòìåòèì, ÷ò� ðàññìàò
ðèâàåìû� âåëè÷èí� (ìàêñèìàëüíû� îáúå� âûïóñêà, ðåàëüíû� îáúåì, èç
äåðæêè) îòíîñÿòñ� � íåêîòîðîì� ôèêñèðîâàííîì� ïåðèîä� âðåìåíè. Ðàñ
ñìîòðè� äâ� òåõíîëîãèè, õàðàêòåðèçóþùèåñ� îáúåìàì� âûïóñê� V1 � V2. 
Áóäå� ÷åðåäîâàò� ýò� òåõíîëîãè� (ïóñò� äîë� âðåìåí� t èñïîëüçóåòñ� 
îäí� òåõíîëîãèÿ, � äîë� âðåìåí� (1 − t) − äðóãàÿ). Òàêè� îáðàçîì, ì� 
âûïóñòè� îáúå� tV1 + (1 − t)V2 � èçäåðæêàì� tC(V1) + (1 − t)C(V2). 
Ñëåäîâàòåëüíî, C(tV1 + (1 − t)V2)) ≤ tC(V1) + (1 − t)C(V2). 

Óïðàæíåíè� 16.1. Êàêè� ðåàëüíû� ôàêòîð� í� ó÷òåí� � ýòî� ðàññó
æäåíèè? 
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Äë� ôóíêöè� ñåáåñòîèìîñò� Ca(V ), óäîâëåòâîðÿþùå� óñëîâèÿ� C1
C4, ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� ïðåäïðèÿòè� îïðåäåëÿåòñ� êà� 

Sa(p) = Arg max(pV − Ca(V )), 
V ≥0 

ãä� pV −Ca(V ) − ôóíêöè� ïðèáûëè. Çàìåòèì, ÷ò� çäåñ� íå� îãðàíè÷åíè� 
ñâåðõ� í� îáúå� V âûïóñêàåìîã� òîâàðà. 

Óòâåðæäåíè� 16.1. Åñë� ôóíêöè� Ca(V ) óäîâëåòâîðÿå� ñâîéñòâà� 
C1 − C4, ò� ôóíêöè� Sa(p) óäîâëåòâîðÿå� ñëåäóþùè� ñâîéñòâàì: 

S1 Sa(0) = 0; 
S2 äë� êàæäîã� p ìíîæåñòâ� Sa(p) âûïóêë� � îãðàíè÷åíî, � ãðàôè� 

îòîáðàæåíè� Sa(p) Gr(Sa(p)) = {(p, V ) | p ≥ 0, V ∈ Sa(p)} çàìêíóò; 
S3 Sa(p) í� óáûâàå� ï� p , ò.å. äë� ëþáû� p < p� � äë� ëþáû� 

V ∈ Sa(p), V � ∈ Sa(p′) âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� V ≤ V ′. 
Äîêàçàòåëüñòâî. S1. Î÷åâèäíî, ïîñêîëüê� ïð� íóëåâî� öåí� ïðîèç

âîäñòâ� òîâàð� í� âûãîäíî. 
S2. Ôóíêöè� pV − ëèíåéíà� ï� V , � Ca(V ) − âûïóêëàÿ, ñëåäîâàòåëü

íî, ôóíêöè� pV − Ca(V ) ÿâëÿåòñ� âîãíóòîé. Ìíîæåñòâ� òî÷å� ìàêñèìó
ì� � âîãíóòî� ôóíêöè� âûïóêëî. Sa(p) åñò� ìíîæåñòâ� òî÷å� ìàêñèìóì� 
íåïðåðûâíî� ôóíêöè� pV − Ca(V ). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâ� Sa(p) çà
ìêíóòî. Ï� ñâîéñòâ� C4 ôóíêöè� èçäåðæå� C(V ) ðàñòå� áûñòðå� ëþáî� 
ëèíåéíî� ôóíêöèè. Ïîýòîì� ïð� ëþáî� p > 0 íàéäåòñ� òàêà� âåëè÷èí� 
V (p), ÷ò� pV − Ca(V ) < 0 ∀ V ≥ V (p). Îòñþä� âûòåêàå� îãðàíè÷åííîñò� 
ìíîæåñòâ� Sa(p). 

S3. Âîçüìå� p < p� � çàôèêñèðóå� ïðîèçâîëüíû� V ∈ Sa(p), 
V � ∈ Sa(p′). Åñë� V � = 0, ò� íåîáõîäèì� Ċ+(0) ≥ p� > p. Ñëåäîâàòåëüíî, 
Sa(p) = {0} � óòâåðæäåíè� äîêàçàíî. Ïóñò� V > 0, V � > 0. Òîãä� è� 
óñëîâè� ìàêñèìóì� ôóíêöè� ïðèáûë� âûòåêàþ� íåðàâåíñòâ� 

Ċa Ċa Ċa Ċa 
−(V ) ≤ p ≤ +(V ), −(V ′) ≤ p� ≤ +(V ′). 

Îòñþä� � ó÷åòî� p < p� íàõîäè� Ċa (V ) < Ċa (V ′). È� âûïóêëîñò� ôóíê− +

öè� Ca(V ) ñëåäóå� íåðàâåíñòâ� V ≤ V ′. 

Ãðàôè÷åñêè� ìåòî� ïîñòðîåíè� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� 

1) Ïóñò� Ca(V ) − ãëàäêà� ôóíêöèÿ. Åñë� ìàêñèìó� ïðèáûë� äîñòè
ãàåòñ� â� âíóòðåííå� òî÷ê� V ∗ > 0, ò� p = Ċa(V ∗) V ∗ = (Ċa)−1(p) = ⇒
Sa(p). Åñë� ìàêñèìó� äîñòèãàåòñ� � íóëå, ò� p ≤ Ċa(0). Ïð� p = Ċa(0) 
Sa(p) = [0, Sa+], ãä� Sa+ = sup{V | Ċa(V ) = Ċa(0)}. 
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Ñòðîè� ãðàôè� îáðàòíî� ôóíêöè� (Ċa)−1(p). Äë� ýòîã� îòîáðàçè� 
ãðàôè� ôóíêöè� Ċa(V ) ñèììåòðè÷í� îòíîñèòåëüí� áèññåêòðèñû. Í� îñ� 
p ñîåäèíè� íîë� � òî÷êî� Ċa(0) � ïîëó÷è� ãðàôè� ôóíêöè� Sa(p). 

2) � íåãëàäêî� ôóíêöèå� ïîñòóïàå� àíàëîãè÷íî: ñêà÷êà� ôóíêöè� 
Ċa(V ) áóäó� ñîîòâåòñòâîâàò� ãîðèçîíòàëüíû� îòðåçê� í� ãðàôèê� ôóíê
öè� Sa(p). 

Ïðèìå� 16.1. Ôóíêöè� èçäåðæå� çàäàí� ñëåäóþùè� îáðàçîì: 

6C
a(V ) 

Ca(V ) = 

⎧ ⎨ ⎩

V/2, 0 ≤ V < 2,


V − 1, 2 ≤ V < 3, 

V 3/9 − 1, V ≥ 3. 

�
���

� 

V 

Ðèñ. 16.3 

Òðåáóåòñ� ïîñòðîèò� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� Sa(p). 

1) Ñòðîè� ôóíêöè� Ċa(V ): 

Ċa(V ) = 

⎧ ⎨ ⎩

1/2, 0 < V < 2,


1, 2 < V < 3, 

V 2/3, V ≥ 3. 

-

6

....
....
....
....
....
....
....
....
....
....

Ċa(V )

V

Ðèñ. 16.4 

2) Ñòðîè� ôóíêöè� Sa(p) êà� îáðàòíó� � Ċa(V ): 
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⎧

Sa(p) =



0, 0 ≤ p < 1/2,

[0, 2], p = 1/2,

2, 1/2 < p < 1,

[2, 3], p = 1,

3, 1 < p < 3,
√

3p, p ≥ 3.
-

6

....
....
....
....
....
....
....
....
....
....

Sa(p)

p

Ðèñ. 16.5 

Óïðàæíåíè� 16.2. Íàéäèò� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� Sa(p) ï� çàäàííî� 
ôóíêöè� èçäåðæå� Ca(V ) = max[V, V 2]. 

Ôóíêöè� ñïðîñ� 

Ì� îïèñàë� ïîâåäåíè� ïðîèçâîäèòåëåé. Îáðàòèìñ� òåïåð� � äðóãî� 
ñòîðîí� ðûíê� � ðàññìîòðè� ïîâåäåíè� âòîðî� ãðóïï� àãåíòîâ, äåéñòâó
þùè� í� ðûíêå, − ïîòðåáèòåëåé. 

Ïóñò� B − ìíîæåñòâ� ïîòðåáèòåëå� òîâàðà; b ∈ B − êîíêðåòíû� 
ïîòðåáèòåëü, êîòîðû� õàðàêòåðèçóåòñ� ôóíêöèå� ñïðîñ� Db(p), óêàçûâà
þùåé, êàêî� îáúå� òîâàð� ãîòî� êóïèò� ïîòðåáèòåë� b ï� öåí� p. Îáùå� 
õàðàêòåðèñòèêî� ïîâåäåíè� âñåã� ìíîæåñòâ� ïðèñóòñòâóþùè� í� ðûí
ê� ïîòðåáèòåëå� ÿâëÿåòñ� ñóììàðíà� ôóíêöè� ñïðîñà, êîòîðà� îïðåäå
ëÿåòñ� ñëåäóþùè� îáðàçîì: D(p) = Db(p). Äë� íà÷àë� ðàññìîòðè� 

b∈B 
íåñêîëüê� ïðèìåðî� ôóíêöè� ñïðîñ� îòäåëüíîã� ïîòðåáèòåëÿ. 

Ïðèìå� 16.2. Ïóñò� Kb − äåíåæíû� êàïèòà� ïîòðåáèòåë� b. Ïîòðå
áèòåë� òðàòè� âåñ� êàïèòà� í� ïîêóïê� òîâàðà, òîãä� Db(p) = Kb/p. 

Ïðèìå� 16.3. Êà� � � ïðåäûäóùå� ïðèìåðå, ïîòðåáèòåë� b õàðàêòå
ðèçóåòñ� ðàçìåðî� èìåþùåãîñ� � íåã� äåíåæíîã� êàïèòàë� Kb. Îòëè÷è� 
ñîñòîè� � òîì, ÷ò� ïîòðåáèòåë� ìîæå� ïîòðàòèò� ñâî� êàïèòà� í� òîëü
ê� í� ýòî� ðûíê� òîâàðà, í� � íåã� åñò� âîçìîæíîñò� ïîêóïàò� òî� æ� 
òîâà� � äðóãî� ìåñò� ï� ôèêñèðîâàííî� öåí� rb, êîòîðà� íàçûâàåòñ� ðå
çåðâíî� öåíî� äë� äàííîã� ïîòðåáèòåëÿ. Ñìûñ� ýòî� âåëè÷èí� ñîñòîè� 
� òîì, ÷ò� ïîòðåáèòåë� íåâûãîäí� ïîêóïàò� òîâà� í� ðàññìàòðèâàåìî� 
ðûíêå, åñë� öåí� ïðåâûøàå� rb, ò.å. ïð� p > rb ïîêóïê� í� ïðîèçâîäèòñÿ. 
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Ôóíêöè� ñïðîñ� äë� òàêî� ìîäåë� èìåå� âè�


Kb/p, p < rb , 

Db(p) = 

⎧ ⎨ ⎩
[0, Kb/p], p = rb , 

0, p > rb . 

Äàäè� àëüòåðíàòèâíó� èíòåðïðåòàöè� ïîíÿòè� ðåçåðâíî� öåíû: � äàí
íîã� òîâàð� ñóùåñòâóå� çàìåíèòåëü, öåí� í� êîòîðû� ôèêñèðîâàí� � ðàâ
í� rb. Ïîýòîì� � ñëó÷àå, êîãä� öåí� ïðîäóêò� ïðåâûøàå� rb, ïîòðåáèòåë� 
b ïîêóïàå� çàìåíèòåëü. 

Ä� ñè� ïî� ì� ïðåäïîëàãàëè, ÷ò� âåñ� äåíåæíû� êàïèòà� ïîòðåáèòå
ë� ðàñõîäóåòñ� í� ïðèîáðåòåíè� òîâàðà. Îäíàê� í� ïðàêòèê� êîëè÷åñòâ� 
äåíåã, êîòîðî� ðàñõîäóåòñ� í� äàííû� òîâàð, ìîæå� ìåíÿòüñ� � çàâè
ñèìîñò� î� öåíû. Îáúå� ïîòðåáëåíè� ïðåäìåòî� ïåðâî� íåîáõîäèìîñò� 
(îñíîâíû� ïðîäóêòî� ïèòàíèÿ, íåîáõîäèìî� îäåæä� � ò.ï.) îáû÷í� ñëàá� 
çàâèñè� î� öåíû. Íàïðèìåð, äàæ� ïð� çíà÷èòåëüíî� ðîñò� öåí� í� õëåá, 
ëþä� áóäó� ïîòðåáëÿò� ò� æ� ñàìî� êîëè÷åñòâ� õëåáà. � äðóãî� ñòî
ðîíû, åñò� òîâàð� òèï� ïðåäìåòî� ðîñêîø� (äðàãîöåííîñòè, ïðåäìåò� 
èñêóññòâ� � ò.ä.), ñïðî� í� êîòîðû� ñèëüí� çàâèñè� î� êîëåáàíè� öåíû. 
Ýò� ïðîèñõîäè� îò÷àñò� ïîòîìó, ÷ò� ïð� ðîñò� öå� í� îäí� ïðåäìåò� 
ðîñêîø� ëþäè, êà� ïðàâèëî, ïðåäïî÷èòàþ� ïîêóïàò� äðóãè� ïðåäìåòû, 
êîòîðû� ïîäîðîæàë� � ìåíüøå� ñòåïåíè. Ñâîéñòâ� ôóíêöè� ñïðîñ� èçìå
íÿòüñ� � çàâèñèìîñò� î� öåí� íàçûâàåòñ� ýëàñòè÷íîñòü� ñïðîñà. Ôîð
ìàëüíî� îïðåäåëåíè� áóäå� äàí� ïîçæå. � ñîäåðæàòåëüíî� òî÷ê� çðåíè� 
ýëàñòè÷íîñò� õàðàêòåðèçóå� ñòåïåí� çàâèñèìîñò� îáúåì� ñïðîñ� î� öåí� 
í� òîâàð. 

Ïðèìå� 16.4. Ðàññìîòðè� ïðèìå� íåýëàñòè÷íî� ôóíêöè� ñïðîñà: 

Db(p) = 

⎧ ⎨ ⎩

V 
b 
, p < rb , 
b 

[0, V ], p = r
b ,


0, p > rb . 

Â� âñå� ïðèâåäåííû� âûø� ïðèìåðà� ôóíêöè� ñïðîñ� Db(p) − ýò� 
òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííî� îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùå� ñëåäóþùè� ñâîé
ñòâàì: 

D1 âûïóêëîçíà÷íîñò� ( çíà÷åíèå� ôóíêöè� ñïðîñ� Db(p) äë� ëþ
áîã� p ÿâëÿåòñ� ëèá� òî÷êà, ëèá� îòðåçîê); 
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D2 çàìêíóòîñò� (ãðàôè� îòîáðàæåíè� Db(p) 
Gr(Db(p)) = {(p, V ) | 0 ≤ p < ∞, V ∈ Db(p)} ÿâëÿåòñ� çàìêíóòûì); 

D3 ìîíîòîííî� íåâîçðàñòàíè� ( ïð� ëþáû� p < p� � ëþáû� 
V ∈ Db(p), V � ∈ Db(p′) âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� V ≥ V ′); 

D4 Db(p) → 0 ïð� p → ∞ (ïð� íåîãðàíè÷åííî� âîçðàñòàíè� öåí� 
ñïðî� ñòðåìèòñ� � íóëþ). 

Îáñóäè� ïîäðîáíå� ñâîéñòâ� ìîíîòîííîã� íåâîçðàñòàíè� (ñâîéñòâ� 
D3). Ýò� ñâîéñòâ� ãîâîðè� � òîì, ÷ò� ïð� ðîñò� öåí� í� òîâà� ñïðî� 
í� íåã� í� óâåëè÷èâàåòñ� (� èíîãä� � óáûâàåò, åñë� ó÷åñò� äîïîëíèòåëü
í� ñâîéñòâ� D4). Âîçíèêàå� âîïðîñ: äë� âñå� ë� òîâàðî� âûïîëíåí� ýò� 
ñâîéñòâî? � ýêîíîìèê� èçâåñòí� íåñêîëüê� ýêçîòè÷åñêè� ïðèìåðî� òîâà
ðîâ, ñïðî� í� êîòîðû� í� óäîâëåòâîðÿåò, ï� êðàéíå� ìåð� � îïðåäåëåííû� 
ïðîìåæóòê� âðåìåíè, ñâîéñòâ� ìîíîòîííîã� íåâîçðàñòàíèÿ. 

Ïðèìå� 16.5. Èçâåñòíî, ÷ò� � Èðëàíäè� � ãîëîäíû� ãîäû, êîãä� öåí� 
í� êàðòîøê� ñèëüí� ïîâûøàëàñü, îáúå� å� ïîòðåáëåíè� òîæ� âîçðàñòàë. 
� ÷å� ýò� áûë� ñâÿçàíî? � îáû÷íû� ãîä� � ðàöèî� îñíîâíî� ìàññ� íà
ñåëåíè� âõîäèë� êàðòîøê� � ìÿñî. Êîãä� öåí� í� êàðòîøê� çíà÷èòåëü
í� ïîâûøàëàñü, äåíå� í� ìÿñ� óæ� í� õâàòàëî, � ëþä� ïåðåõîäèë� í� 
ïèòàíè� îäíî� êàðòîøêîé. Ïîýòîì� êàðòîøê� òðåáîâàëîñ� áîëüøå, ÷å� 
îáû÷íî. 

Ïðèìå� 16.6. Òðàäèöèîííà� ÿïîíñêà� âîäê� − ñàêå. Åñò� íåñêîëüê� 
ñîðòî� ñàêå, ïðè÷å� êà� õîðîøåã� êà÷åñòâà, òà� � ïëîõîãî. Èçâåñòå� ñëå
äóþùè� ôàêò: êîãä� öåí� í� íèçêîêà÷åñòâåííû� ñàê� ðàñòåò, ò� îáúå� åã� 
ïîòðåáëåíè� � ýòî� ìîìåí� òîæ� óâåëè÷èâàåòñÿ. Äåë� � òîì, ÷ò� îïðåäå
ëåííà� ãðóïï� ëèö, ñòðàäàþùà� àëêîãîëüíî� çàâèñèìîñòüþ, íóæäàåòñ� 
� îïðåäåëåííî� äîç� ÷èñòîã� àëêîãîëÿ. Îíè, êîíå÷íî, ïðåäïî÷ë� á� ïèò� 
õîðîøè� ñàêå, í� êîãä� öåí� í� ñàê� ñèëüí� ðàñòåò, è� äë� ïîëó÷åíè� 
ñâîå� ñóòî÷íî� íîðì� àëêîãîë� ïðèõîäèòñ� îòêàçûâàòüñ� î� õîðîøåã� 
ñàê� � ïîëüç� ïëîõîãî. Îäíàê� ïðèâåäåííû� ïðèìåð� äîñòàòî÷í� ðåäê� 
� íåòèïè÷íû, � äë� áîëüøèíñòâ� òîâàðî� ñâîéñòâ� ìîíîòîííîã� íåâîç
ðàñòàíè� ôóíêöè� ñïðîñ� âûïîëíÿåòñÿ. 

Ïðèíöè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� 

Èòàê, ì� îïèñàë� ïîâåäåíè� äâó� ãðóï� àãåíòî� í� ðûíê� (ïðîèç
âîäèòåëå� òîâàð� � ïîòðåáèòåëåé) � çàâèñèìîñò� î� öåí� í� òîâàð. Äë� 
ïîëó÷åíè� ïîëíîã� ïðåäñòàâëåíè� � ìîäåë� êîíêóðåíòíîã� ðûíê� îäíîã� 
òîâàð� îñòàëîñ� âûÿñíèòü, êà� îïðåäåëÿåòñ� öåí� p í� ðûíêå. 

182 



� 16. Ìîäåë� íåðåãóëèðóåìû� ðûíêî�


Í� êîíêóðåíòíî� ðûíê� öåí� òîâàð� îïðåäåëÿåòñ� è� ïðèíöèï� êîí
êóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. 

Ïðèíöè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� Âàëüðàñà. � óñëîâèÿ� ñîâåðøåí
íî� êîíêóðåíöè� í� ðûíê� óñòàíàâëèâàåòñ� öåí� p̃, êîòîðà� áàëàíñèðóå� 
ñïðî� � ïðåäëîæåíè� í� òîâà� � íàçûâàåòñ� öåíî� êîíêóðåíòíîã� ðàâíî
âåñè� (èë� âàëüðàñîâñêî� öåíîé). Ôîðìàëüí� ýò� öåí� îïðåäåëÿåòñ� è� 
óñëîâè� D(p̃) ∩ S(p̃) =6 ∅, ãä� S(p) − ôóíêöè� ñóììàðíîã� ïðåäëîæåíèÿ, 
� D(p) − ôóíêöè� ñóììàðíîã� ñïðîñà. 

Òàêè� îáðàçîì, öåí� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� îáëàäàå� òå� ñâîé
ñòâîì, ÷ò� ñóùåñòâóå� îáúå� òîâàðà, êîòîðû� ìîæå� áûò� ïðåäëîæå� ï� 
ýòî� öåí� � ìîæå� áûò� ïîòðåáëå� ï� ýòî� öåíå. Åñë� ôóíêöè� ñïðîñ� � 
ïðåäëîæåíè� − îäíîçíà÷íû� ôóíêöèè, ò� ïðèíöè� êîíêóðåíòíîã� ðàâ
íîâåñè� ìîæí� ñôîðìóëèðîâàò� ïðîùå: ï� ðàâíîâåñíî� öåí� ñïðî� ðàâå� 
ïðåäëîæåíèþ. 

Ïîëíà� ôîðìóëèðîâê� ïðèíöèï� íà÷èíàåòñ� ñëîâàìè: "� óñëîâèÿ� ñî
âåðøåííî� êîíêóðåíöèè...". ×ò� ïîíèìàåòñ� ïî� óñëîâèÿì� ñîâåðøåííî� 
êîíêóðåíöèè? Ñîäåðæàòåëüí� Âàëüðà� îõàðàêòåðèçîâà� è� êà� íàëè÷è� 
áîëüøîã� ÷èñë� áëèçêè� ï� ñâîè� õàðàêòåðèñòèêà� ïðîèçâîäèòåëå� � ïî
òðåáèòåëåé, êàæäû� è� êîòîðû� í� ìîæå� âëèÿò� í� ðûíî÷íó� öåí� (ò.å. 
âñ� îí� ìàë� ï� ñðàâíåíè� � îáùèì� îáúåìàì� ðûíêà). Êðîì� òîãî, âñ� 
ïðîèçâîäèòåë� � ïîòðåáèòåë� ðàñïîëàãàþ� ïîëíî� èíôîðìàöèå� � ðûí
ê� � ìîãó� ñâîáîäí� âûáèðàò� ñåá� ïàðòíåðî� äë� çàêëþ÷åíè� ñäåëêè. 
ßñíî, ÷ò� òàêî� îïèñàíè� í� ÿâëÿåòñ� êîíñòðóêòèâíûì. Âîçüìå� êîí
êðåòíû� ðûíîê, í� êîòîðî� äåéñòâóþ� 20 ïðîèçâîäèòåëå� ïðîäóêöè� � 
500 ïîòðåáèòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõñ� îïðåäåëåííûì� ïàðàìåòðàìè. Èñ
ïîëüçó� îïðåäåëåíè� Âàëüðàñà, íåëüç� ñêàçàòü, íàõîäèòñ� ë� ýòî� ðûíî� 
� ñîñòîÿíè� ñîâåðøåííî� êîíêóðåíöèè, òà� êà� ýò� îïðåäåëåíè� ÷èñò� 
êà÷åñòâåííî� � í� äàå� êîëè÷åñòâåííû� êðèòåðèåâ. 

Ñâîéñòâ� ðàâíîâåñíî� öåí� 

Áóäå� èñïîëüçîâàò� çàïèñ� D(p) − S(p) > 0, åñë� V > V � ïð� âñå� 
V ∈ D(p), V � ∈ S(p). Àíàëîãè÷íî, áóäå� ïèñàò� D(p) − S(p) < 0, åñë� 
V < V � ïð� âñå� V ∈ D(p), V � ∈ S(p). 

Óòâåðæäåíè� 16.2. Ïóñò� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� Sa(p) êàæäîã� ïðî
èçâîäèòåë� a A óäîâëåòâîðÿå� óñëîâèÿ� S1-S3, � ôóíêöè� ñïðîñ� ∈
Db(p) êàæäîã� ïîòðåáèòåë� b ∈ B − óñëîâèÿ� D1-D4. Òîãä� ðàâíîâåñíà� 
öåí� âñåãä� ñóùåñòâóåò. 
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷ò� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� S(p) = Sa(p) � a∈A 
óäîâëåòâîðÿå� óñëîâèÿ� S1-S3, � ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) = Da(p) −

b∈B 
óñëîâèÿ� D1-D4. 

Ïîñêîëüê� S(0) = 0, ò� è� ìîíîòîííîñò� ôóíêöè� S(p) � çàìêíóòîñò� 
å� ãðàôèê� âûòåêàåò, ÷ò� S(p) = 0 � íåêîòîðî� ìàëî� ïîëóîêðåñòíîñò� 
òî÷ê� 0. � äðóãî� ñòîðîíû, ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) � ýòî� ïîëóîêðåñòíîñò� 
ìîæí� ñ÷èòàò� ïîëîæèòåëüíîé. Ïîýòîì� ðàçíîñò� D(p) − S(p) > 0 ïð� 
ìàëû� p. 

Äë� äîñòàòî÷í� áîëüøè� p ôóíêöè� S(p) ïîëîæèòåëüí� (äîñòàòî÷í� 
âçÿò� p > Ċa(0) äë� íåêîòîðîã� ïðîèçâîäèòåë� a ∈ A) � í� óáûâàåò, � 
D(p) → 0 ïð� p →∞. Çíà÷èò, D(p) − S(p) < 0 ïð� áîëüøè� p . 

Âîñïîëüçóåìñ� àíàëîãî� òåîðåì� � ïðîìåæóòî÷íî� çíà÷åíè� íåïðå
ðûâíî� ôóíêöèè, èçâåñòíî� è� ìàòåìàòè÷åñêîã� àíàëèçà: åñë� íåïðåðûâ
íà� ôóíêöè� ïðèíèìàå� ïðîòèâîïîëîæíû� ï� çíàê� çíà÷åíè� í� êîíöà� 
íåêîòîðîã� îòðåçêà, ò� âíóòð� ýòîã� îòðåçê� ñóùåñòâóå� òî÷êà, � êîòîðî� 
ôóíêöè� îáðàùàåòñ� � íîëü. 

Êà� óæ� ãîâîðèëîñü, ñâîéñòâ� çàìêíóòîñò� àíàëîãè÷í� ñâîéñòâ� íåïðå
ðûâíîñòè. Òà� êà� D(p) � S(p) − çàìêíóòû� ôóíêöèè, ñëåäîâàòåëüíî, è� 
ðàçíîñò� D(p)−S(p) òîæ� çàìêíóòà� ôóíêöèÿ. Ïîýòîì� ñóùåñòâóå� òî÷
ê� p̃ , � êîòîðî� ýò� ðàçíîñò� ïðèíèìàå� íóëåâî� çíà÷åíèå, � òî� ñìûñëå, 
÷ò� 0 ∈ D(p̃) − S(p̃). 

Óòâåðæäåíè� 16.3. Ïóñò� p̃1 , p̃2 − äâ� öåí� êîíêóðåíòíîã� ðàâíî
âåñèÿ. Òîãä� ëþáà� öåí� p̃ ∈ [p̃1 , p̃2] òîæ� ÿâëÿåòñ� ðàâíîâåñíîé, ò.å. 
S(p̃) ∩ D(p̃) 6= ∅. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöè� D(p) − S(p) ìîíîòîíí� í� âîçðàñòàåò. Òà� 
êà� ýò� ôóíêöè� ïðèíèìàå� çíà÷åíè� 0 � òî÷êà� p̃1 � p̃2, ò� � â� âñå� 
ïðîìåæóòî÷íû� òî÷êà� îí� ïðèíèìàå� ò� æ� çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, 
D(p̃) ∩ S(p̃) =6 ∅ äë� ëþáîã� p̃ ∈ [p̃1 , p̃2]. 

Ïîêàæåì, ÷ò� í� ñàìî� äåë� âîçìîæí� ñèòóàöèè, êîãä� ðàâíîâåñíà� 
öåí� îïðåäåëÿåòñ� í� åäèíñòâåííû� îáðàçîì. � òàêè� ñëó÷àÿ� è� óòâåð
æäåíè� 16.3 áóäå� ñëåäîâàòü, ÷ò� ñóùåñòâóå� öåëû� îòðåçî� ðàâíîâåñíû� 
öåí. 

Ïðèìå� 16.7. Ïóñò� í� ðûíê� åñò� âñåã� òð� ïîòðåáèòåë� � íåýëà
ñòè÷íûì� ôóíêöèÿì� ñïðîñà. Ðåçåðâíû� öåí� äë� ýòè� ïîòðåáèòåëå� 
ðàâí� r1, r2 � r3 ñîîòâåòñòâåííî. � ýòî� ñëó÷à� ñóììàðíà� ôóíêöè� ñïðî
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ñ� áóäå� èìåò� ñòóïåí÷àòû� âèä. Ïóñòü, êðîì� òîãî, í� ðûíê� åñò� äâ� 
ïðåäïðèÿòèÿ-ïðîèçâîäèòåë� � ôèêñèðîâàííûì� óäåëüíûì� ñåáåñòîèìî
ñòÿì� c1, c2 � ìàêñèìàëüíûì� îáúåìàì� ïðîèçâîäñòâ� V 1, V 2 ñîîòâåò
ñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíî� ïðåäëîæåíè� òàêæ� ÿâëÿåòñ� ñòó
ïåí÷àòî� ôóíêöèåé. Òîãä� âîçìîæí� ñëåäóþùà� ñèòóàöèÿ, èçîáðàæåí
íà� í� ðèñ. 16.6, ãä� ïîëó÷èëñ� öåëû� îòðåçî� ðàâíîâåñíû� öå� p̃. 

Ðèñ. 16.6 Ðèñ. 16.7 

Çàìåòèì, ÷ò� âîçìîæí� � äðóãà� ñèòóàöèÿ, êîãä� ðàâíîâåñíà� öåí� 
p̃ åäèíñòâåííà, í� í� åäèíñòâåííû� îáðàçî� îïðåäåëÿåòñ� ðàâíîâåñíû� 
îáúå� Ṽ (ñì. ðèñ. 16.7). 

È� ïðèâåäåííû� âûø� óòâåðæäåíè� ìîæí� ñäåëàò� âûâîä, ÷ò� ìíî
æåñòâ� ðàâíîâåñíû� öå� − ýò� ëèá� òî÷ê� (åäèíñòâåííà� öåí� p̃), ëèá� 
ñóùåñòâóå� îòðåçî� ðàâíîâåñíû� öå� [p̃1 , p̃2]. 

Çàìåòèì, ÷ò� ñëó÷àè, ïðîèëëþñòðèðîâàííû� í� ðèñóíêà� 16.6-7, íåòè
ïè÷í� � íîñÿ� âûðîæäåííû� õàðàêòåð, òà� êà� ïð� ìàëî� âîçìóùåíè� 
ïàðàìåòðî� ìîäåë� ãðàôèê� ñìåùàþòñ� � ïåðåñå÷åíè� ï� öåëîì� îòðåç
ê� ïðåâðàùàåòñ� � ïåðåñå÷åíè� � òî÷êå. Ïð� ýòî� âîçìîæí� îäí� è� 
èçîáðàæåííû� í� ñëåäóþùå� ðèñ. 16.8 ñèòóàöèé: 

p̃ p p̃ p 

Ðèñ. 16.8 

� òèïè÷íû� ñëó÷àÿ� (èëè, èíûì� ñëîâàìè, � óñëîâèÿ� îáùåã� ïîëî

-

6

?6

V

Ṽ

pp̃
-

6

�-

V

Ṽ

pp̃

-

6V

Ṽ

6V

Ṽ
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æåíèÿ) ðàâíîâåñíà� öåí� � ðàâíîâåñíû� îáúå� îïðåäåëÿþòñ� åäèíñòâåí
íû� îáðàçîì, ÷ò� � ïðåäïîëàãàåòñ� � äàëüíåéøåì. 

��17. Ìîíîïîëèçèðîâàííû� ðûíî� 

Ðàññìîòðè� ñèòóàöèþ, êîãä� í� ðûíê� ïðèñóòñòâóå� ëèø� îäí� ôèðìà
ïðîèçâîäèòåëü. Êà� � ðàíüøå, ïðîèçâîäèòåë� õàðàêòåðèçóåòñ� ñåáåñòîè
ìîñòü� òîâàðà, ò.å. ôóíêöèå� èçäåðæå� C(V ), êîòîðà� ïîêàçûâàåò, ñêîëü
ê� äåíå� íåîáõîäèì� çàòðàòèòü, ÷òîá� ïðîèçâåñò� òîâà� � îáúåì� V . 

Ïîòðåáèòåë� í� ýòî� ðûíê� ïîëàãàþòñ� ìåëêèìè. È� ïîâåäåíè� õà
ðàêòåðèçóåòñ� ñóììàðíî� ôóíêöèå� ñïðîñ� D(p), ïîêàçûâàþùåé, êàêî� 
îáúå� òîâàð� áóäå� êóïëå� ïð� çàäàííî� öåí� p. Ôèðìà-ìîíîïîëèñ� óñòà
íàâëèâàå� öåí� í� òîâà� p � îáúå� åã� ïðîèçâîäñòâ� V . Òàêè� îáðàçîì, 
ñòðàòåãèå� ìîíîïîëè� ÿâëÿåòñ� ïàð� (p, V ). 

Ïîèñ� îïòèìàëüíî� ñòðàòåãè� ìîíîïîëè� 

Îáñóäè� çàäà÷� ïîèñê� îïòèìàëüíî� ñòðàòåãè� ìîíîïîëèè. Îí� ñî
ñòîè� � âûáîð� öåí� í� òîâà� p∗ � îáúåì� ïðîèçâîäñòâ� V ∗, ìàêñèìè
çèðóþùè� ïðèáûë� ìîíîïîëèè. Çàäà÷� ðåøàåòñ� ïð� ñëåäóþùè� îãðà
íè÷åíèÿõ: öåí� íåîòðèöàòåëüíà, � îáúå� âûïóñê� íåîòðèöàòåëå� � í� 
ïðåâîñõîäè� ñïðîñ� (ïðîèçâîäèòåë� íå� ñìûñë� ïðîèçâîäèò� áîëüø� òî
âàðà, ÷å� ïîòðåáèòåë� ãîòîâ� êóïèòü). Ôîðìàëüí� ýò� çàäà÷� ñâîäèòñ� 
� íàõîæäåíè� îïòèìàëüíî� ñòðàòåãè� 

(p∗, V ∗) ∈ Arg max (pV − C(V )). (17.1) 
(p,V ): p≥0, 0≤V ≤D(p) 

Áóäå� çàïèñûâàò� ôóíêöè� ñïðîñ� � âèä� D(p) = [D−(p), D+(p)], ãä� 
D−(p), D+(p) − íèæíÿ� � âåðõíÿ� ãðàíèö� äë� D(p). Àíàëîãè÷íà� çà
ïèñ� áóäå� èñïîëüçîâàòüñ� � äë� ôóíêöè� ïðåäëîæåíèÿ: 
S(p) = [S−(p), S+(p)]. 

Ðåøåíè� îïòèìèçàöèîííî� çàäà÷� (17.1) ïðîâåäå� � äâ� ýòàïà. 

Ýòà� 1. Îïòèìèçàöè� ï� îáúåì� ïð� ôèêñèðîâàííî� öåí� 
Ôèêñèðóå� ëþáó� öåí� p � îïðåäåëè� îïòèìàëüíî� çíà÷åíè� V ∗(p). 
Çàìåòèì, ÷ò� äë� ìîíîïîëèçèðîâàííîã� ðûíê� ìîæí� òà� æå, êà� 

� äë� êîíêóðåíòíîã� ðûíêà, ââåñò� ôîðìàëüí� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� 
S(p) = Arg max(pV − C(V )) � íàéò� ðàâíîâåñíó� öåí� p̃, òàêóþ, ÷ò� 

V ≥0 

S(p̃) ∩ D(p̃) =6 ∅. 
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Óòâåðæäåíè� 17.1. Åñë� p̃ −ðàâíîâåñíà� öåíà, ò�


S(p), p < p,˜


V ∗(p) ∈ 

⎧ ⎨ ⎩
S(p) ∩ [0, D+(p)], p = p,˜


D+(p), p > p.˜


Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñò� p < p.̃ Çàìåòèì, ÷ò� åñë� îòáðîñèò� � çàäà÷� 
(17.1) îãðàíè÷åíè� í� îáúåì, ò� å� ðåøåíè� ïð� ôèêñèðîâàííî� p ñîâïà
äàå� ñ� çíà÷åíèå� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� S(p) � òî÷ê� p. Ñëåäîâàòåëüíî, 
òà� êà� S(p) ÿâëÿåòñ� ðåøåíèå� çàäà÷� îïòèìèçàöè� í� áîëå� øèðîêî� 
ìíîæåñòâå, ò� çíà÷åíè� îïòèìèçèðóåìîã� ôóíêöèîíàë� � S(p) í� ìåíüøå, 
÷å� � òî÷ê� V ∗(p). Îäíàê� ïð� p < p̃ ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� S(p) óäîâëå
òâîðÿå� îãðàíè÷åíè� í� îáúåì, ò.å. S+(p) < D−(p). Ýò� óñëîâè� âûïîë
íÿåòñÿ, òà� êà� ôóíêöè� S(p) ìîíîòîíí� í� óáûâàåò, � D(p) ìîíîòîíí� í� 
âîçðàñòàå� è, ñëåäîâàòåëüíî, äë� ëþáîã� p < p̃ ðàçíîñò� D(p) − S(p) > 0 
(ñì. ðèñ. 17.1). Ñëåäîâàòåëüíî, � ýòî� ñëó÷à� V ∗(p) ∈ S(p). 

-

6

b b
pV − C(V )

VS(p)D(p)
-

6V

D(p)

S(p)

pp̃

Ðèñ. 17.1 Ðèñ. 17.2 

Ïóñò� p = p.̃ � ýòî� ñëó÷à� íàä� âçÿò� îïòèìàëüíû� îáúå� ïðîèçâîä
ñòâà, í� òàêîé, êîòîðû� ïîòðåáèòåë� � ñîñòîÿíè� êóïèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, 
� ýòî� ñëó÷à� V ∗(p̃) ∈ S(p̃) ∩ [0, D+(p̃)]. 

Íàêîíåö, ïóñò� p > p.̃ Îïòèìèçèðóåìà� � çàäà÷� (17.1) ôóíêöè� 
ïðåäñòàâëÿå� ñîáî� ðàçíîñò� ëèíåéíî� � âûïóêëî� ôóíêöè� è, ñëåäî
âàòåëüíî, ñàì� ÿâëÿåòñ� âîãíóòî� ôóíêöèåé. Ïðè÷åì, êà� áûë� çàìå
÷åí� � ïðåäûäóùå� ïóíêò� äîêàçàòåëüñòâà, ìàêñèìó� å� äîñòèãàåòñ� � 
S(p). Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìà� ôóíêöè� âîçðàñòàå� í� îòðåçê� [0, S−(p)]. 
Ïð� p > p̃ � ñèë� îãðàíè÷åíè� í� îáúå� ïðåäëîæåíè� ìàêñèìàëüí� äî
ïóñòèìû� îáúåìî� ïðîèçâîäñòâ� áóäå� D+(p), òà� êà� � ýòî� ñëó÷à� 
D+(p) < S−(p) (ñì. ðèñ. 17.1 � ðèñ. 17.2). Ñëåäîâàòåëüíî, � ýòî� ñëó÷à� 
V ∗(p) = D+(p). 

187 



ÃËÀÂ� IV. ÂÂÅÄÅÍÈ� � ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓ� ÝÊÎÍÎÌÈÊ�


Ýòà� 2. Îïòèìèçàöè� ï� öåí� 
Èòàê, ì� îïðåäåëèë� îïòèìàëüíû� îáúå� äë� êàæäî� ôèêñèðîâàí

íî� öåíû. Òåïåð� íàéäå� îïòèìàëüíó� ìîíîïîëüíó� öåíó. 

Óòâåðæäåíè� 17.2. 1) Ìîíîïîëè� âñåãä� íàçíà÷àå� öåí� p∗ í� íèæ� 
ðàâíîâåñíîé, ò.å. p∗ ≥ p.̃

2) Åñë� ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) − îäíîçíà÷íà� � ãëàäêà� � îêðåñòíîñò� 
òî÷ê� p,̃ ò� ìîíîïîëè� íàçíà÷àå� öåí� p∗ âûø� ðàâíîâåñíîé, ò.å. p∗ > p.̃

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñíà÷àë� ïîêàæåì, ÷ò� öåí� ìîíîïîëè� í� íè
æå, ÷å� p̃. Áåðå� ëþáó� öåí� p < p.̃ � ñèë� ïðåäûäóùåã� óòâåðæäåíè� 
17.1 îïòèìàëüíî� çíà÷åíè� îáúåì� V ∗(p) ∈ S(p). Ðàññìîòðè� àëüòåðíà
òèâíó� ñòðàòåãè� (p̃, V ∗(p)). Íà� èçâåñòíî, ÷ò� D(p̃) ∩ S(p̃) =6 ∅. Òîãä� 
è� ìîíîòîííîñò� ôóíêöè� ñïðîñ� � ïðåäëîæåíè� ñëåäóåò, ÷ò� D(p̃) ≥
S(p) ∀ p < p.̃ Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðàòåãè� (p̃, V ∗(p)) äîïóñòèìà, ò.å. òî� æ� 
îáúå� òîâàð� V ∗(p) ìîæå� áûò� ðåàëèçîâà� ï� áîëüøå� öåí� p̃. Çàìåòèì, 
÷ò� èçäåðæê� ïð� ýòî� í� èçìåíÿòñÿ, òà� êà� îáúå� âûïóñê� îñòàëñ� òå� 
æå. Çíà÷è� îáùà� âûðó÷ê� ïðîèçâîäèòåë� î� ïðîäàæ� ï� öåí� p̃ áóäå� 
âûøå, ÷å� î� ïðîäàæ� ï� öåí� p < p̃. Èòàê, ìîíîïîëèñ� âñåãä� íàçíà÷àå� 
öåí� p∗ í� íèæ� p̃. 

2) Ïîêàæåì, ÷ò� äë� îäíîçíà÷íî� � ãëàäêî� � îêðåñòíîñò� òî÷ê� p̃
ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) ìîíîïîëèñ� íàçíà÷è� öåí� âûø� p̃. È� óòâåðæäå
íè� 17.1 ñëåäóåò, ÷ò� V ∗(p) = D(p) ïð� p > p̃, � ïð� p = p̃ ìàêñèìàëüí� 
âîçìîæíû� îáúå� V ∗(p) ∈ S(p̃) ∩ [0, D(p̃)] ðàâå� D(p̃). Ñëåäîâàòåëüíî, 
çàäà÷� îïòèìèçàöè� ïðèáûë� ìîíîïîëèñò� ïð� p ≥ p̃ ïðèíèìàå� âè� 
max(pD(p) − C(D(p))). 

pp≥˜

Âû÷èñëè� ïðîèçâîäíó� ôóíêöè� ïðèáûë� W (p) = pD(p) − C(D(p)) 

Ẇ (p) = D(p) + Ḋ(p)(p − Ċ(D(p))). (17.2) 

Ïð� p = p̃ å� çíà÷åíè� ðàâí� Ẇ (p̃) = D(p̃) + Ḋ(p̃)(p − Ċ(D(p̃))). Ïî
ñêîëüê� D(p̃) ∈ S(p̃), � S(p̃) ÿâëÿåòñ� ðåøåíèå� çàäà÷� îïòèìèçàöèè, ò� 
p̃ = Ċ(D(p̃)) � âòîðî� ñëàãàåìî� âûðàæåíè� (17.2) ðàâí� íóëþ. Îòêó
ä� ñëåäóåò, ÷ò� Ẇ (p̃) = D(p̃) > 0. Ì� ïîêàçàëè, ÷ò� ôóíêöè� ïðèáûë� 
W (p) âîçðàñòàå� � òî÷ê� p̃. Çíà÷èò, ìîíîïîëèñ� íàçíà÷è� öåí� âûø� öåí� 
êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. 

Óïðàæíåíè� 17.1. Ïóñò� ôóíêöè� èçäåðæå� ôèðìû-ìîíîïîëèñò� C(V ) 
ðàâí� ôóíêöè� Ca(V ) è� ïðèìåð� 16.1, � ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) = 3/p2 . 
Íàéäèò� îïòèìàëüíó� ìîíîïîëüíó� öåí� p∗. 
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Çàìå÷àíèå. Íàñêîëüê� ìîíîïîëèñ� çàâûñè� öåí� ï� ñðàâíåíè� � öå
íî� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ, áóäå� çàâèñåò� î� êîíêðåòíîã� âèä� ôóíê
öè� ñïðîñà, òî÷íåå, î� ñêîðîñò� å� óáûâàíè� ïîñë� ðàâíîâåñíî� öåíû. 
Åñë� ïðîèñõîäè� ðåçêî� óáûâàíèå, ò� ìîíîïîëüíà� öåí� áóäå� ìàë� îò
ëè÷àòüñ� î� êîíêóðåíòíîé, åñë� æ� óáûâàíè� ôóíêöè� ñïðîñ� ïðîèñõî
äè� ìåäëåííî, ò� ðàçíèö� ìåæä� öåíîé, íàçíà÷åííî� ìîíîïîëèñòîì, � 
ðàâíîâåñíî� áóäå� çíà÷èòåëüíîé. 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) íàçûâàåòñ� ìåäëåíí� óáûâàþùå� 
í� îòðåçê� [p1, p2], åñë� p2D(p2) ≥ pD(p) ∀ p ∈ [p1, p2], ò.å. ñïðî� � äåíåæ
íî� âûðàæåíè� pD(p) äîñòèãàå� ìàêñèìóì� � òî÷ê� p2. 

Ïðèìå� 17.1. Ïóñò� D(p) = K/p. Òîãä� ñïðî� � äåíåæíî� âûðàæåíè� 
ðàâå� ïîñòîÿííî� âåëè÷èí� K. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêà� ôóíêöè� ÿâëÿåòñ� 
ìåäëåíí� óáûâàþùåé. � ýòîì� êëàññ� îòíîñÿòñ� òàêæ� ôóíêöè� âèä� 
D(p) = K/pα , 0 < α < 1. 

Îïðåäåëåíèå. Äë� ãëàäêî� ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) ýëàñòè÷íîñòü� íà
çûâàåòñ� âåëè÷èí� 

e(D(p)) = 
|Ḋ(p)|

p = 
|dD(p)/D(p)|

. 
D(p) dp/p 

Îí� ïîêàçûâàåò, í� ñêîëüê� ïðîöåíòî� èçìåíèòñ� îáúå� ñïðîñ� ïð� èç
ìåíåíè� öåí� í� îäè� ïðîöåíò. 

Îòìåòèì, ÷ò� åñë� ýëàñòè÷íîñò� e(D(p)) ≡ 1, ò� D(p) = K/p. Âûñîêî
ýëàñòè÷íû� ñïðî� (í� ïðåäìåò� ðîñêîøè) õàðàêòåðèçóåòñ� çíà÷åíèÿì� 
e(D(p)) > 1 , íèçê� ýëàñòè÷íû� ñïðî� (í� ïðåäìåò� ïåðâî� íåîáõîäè
ìîñòè) − çíà÷åíèÿì� e(D(p)) < 1. � ýêîíîìè÷åñêî� ëèòåðàòóðå, êîãä� 
ãîâîðÿ� î� ýëàñòè÷íî� ñïðîñå, îáû÷í� ïîäðàçóìåâàþ� âûñîêîýëàñòè÷íû� 
ñïðîñ. 

Óòâåðæäåíè� 17.3. Åñë� ýëàñòè÷íîñò� ôóíêöè� ñïðîñ� e(D(p)) ≤ 1 
í� îòðåçê� [p1, p2], ò� D(p) ìåäëåíí� óáûâàå� í� äàííî� îòðåçêå. 

Óïðàæíåíè� 17.2. Äîêàæèò� óòâåðæäåíè� 17.3. ×ò� ìîæí� ñêàçàò� 
ïð� ïîâåäåíè� ìîíîïîëè� � ñëó÷àå, êîãä� ñïðî� ìåäëåíí� óáûâàåò? 

Óòâåðæäåíè� 17.4. Ïóñò� äë� íåêîòîðîã� çíà÷åíè� p > p̃ ôóíêöè� 
ñïðîñ� D(p) ìåäëåíí� óáûâàå� í� îòðåçê� [p̃, p]. Òîãä� äë� îïòèìàëüíî� 
ìîíîïîëüíî� öåí� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� p∗ ≥ p. 

Ïîÿñíè� ñìûñ� óòâåðæäåíèÿ: ïîê� ýëàñòè÷íîñò� ìàëà, ìîíîïîëè� âû
ãîäí� óâåëè÷èâàò� öåíó. 
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæè� î� ïðîòèâíîãî, ÷ò� p∗ < p. Áóäå� 
ïðîäàâàò� òîâà� ï� öåí� p, ñîõðàíÿ� îáúå� âûðó÷ê� V = D(p∗)p∗/p. Òî
ãä� V < D(p∗), èçäåðæê� ñíèçÿòñÿ, � ïðèáûë� ñîîòâåòñòâåíí� âûðàñòåò. 
Îñòàåòñ� ïðîâåðèòü, ÷ò� ìîæí� ïðîäàò� îáúå� V ï� öåí� p. Äåéñòâèòåëü
íî, è� óñëîâè� ìåäëåííîã� óáûâàíè� D(p) ≥ D(p∗)p∗/p, îòêóä� V ≤ D(p), 
ò.å. òàêî� îáúå� ïðîäàò� ìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíè� íåâåðíî. 

Ì� ïîêàçàëè, ÷ò� ìîíîïîëüíû� ðûíî� ïëî� äë� ïîòðåáèòåëÿ. � ñëå
äóþùå� ïàðàãðàô� îáñóæäàåòñÿ, êàêî� óùåð� ìîíîïîëè� íàíîñè� ýêî
íîìèê� � öåëîì. 

��18. Ìîäåë� äâóõîòðàñëåâî� ýêîíîìèê� 

Òåîðåì� î� îïòèìàëüíîñò� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� 

Öåíòðàëüíà� ðîë� ïîíÿòè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� � ñîâðåìåí
íî� ýêîíîìè÷åñêî� òåîðè� îïðåäåëÿåòñ� ñëåäóþùèì� ñâîéñòâàìè. Âî
ïåðâûõ, ñîãëàñí� ãèïîòåç� Âàëüðàñà, ýêîíîìèê� � óñëîâèÿ� ñîâåðøåííî� 
êîíêóðåíöè� åñòåñòâåííû� ïóòå� ïðèõîäè� � ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� 
ðàâíîâåñèÿ. Âî-âòîðûõ, ýò� ñîñòîÿíè� ÿâëÿåòñ� îïòèìàëüíû� � îïðåäå
ëåííî� ñìûñëå. � ñîâîêóïíîñò� ýò� äâ� ñâîéñòâ� ìîæí� èíòåðïðåòèðî
âàò� � òî� ñìûñëå, ÷ò� ðûíî� � óñëîâèÿ� ñîâåðøåííî� êîíêóðåíöè� ÿâ
ëÿåòñ� èäåàëüíû� ýêîíîìè÷åñêè� ìåõàíèçìîì. Îòñþä� ïîíÿòí� ò� âíè
ìàíèå, êîòîðî� óäåëÿå� ýòî� êîíöåïöè� òðàäèöèîííà� ýêîíîìè÷åñêà� òå
îðèÿ. 

Îäíàê� � òàêî� èíòåðïðåòàöè� íàä� îòíîñèòñ� � îñòîðîæíîñòüþ. Îò
ìåòè� äâ� âàæíû� ïðîáëåìû. Ïåðâà� − ýò� îòñóòñòâè� òåîðåòè÷åñê� îá
îñíîâàííîã� êîíñòðóêòèâíîã� îïðåäåëåíè� óñëîâè� ñîâåðøåííî� êîíêó
ðåíöèè, � ÷å� óæ� øë� ðå÷� âûøå, âòîðà� − íåýôôåêòèâíîñò� ðûíê� ïð� 
ïðîèçâîäñòâ� îñîáî� ãðóïï� òîâàðî� � óñëóã, íàçûâàåìû� îáùåñòâåííû
ì� áëàãàìè. Ïîñëåäíå� ïðîáëåì� ì� êîñíåìñ� � ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåí
íî� íàëîãîâîì� ðåãóëèðîâàíèþ, ãä� îáñóæäàþòñ� ïðè÷èí� ñóùåñòâîâà
íè� ãîñóäàðñòâåííîãî, èë� áþäæåòíîãî, ñåêòîð� ýêîíîìèê� � ïðèâîäÿòñ� 
ìîäåëè, îáîñíîâûâàþùè� öåëåñîîáðàçíîñò� ãîñóäàðñòâåííîã� ðåãóëèðî
âàíèÿ. 

Íåñìîòð� í� îòìå÷åííû� ñëîæíîñòè, òåîðåì� î� îïòèìàëüíîñò� êîí
êóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� èìåþ� áîëüøî� çíà÷åíèå. � ýòî� ïàðàãðàô� ì� 
äîêàæå� "òåîðåì� áëàãîñîñòîÿíèÿ"äë� äâóõîòðàñëåâî� ýêñïîðòíî
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îðèåíòèðîâàííî� ýêîíîìèêè. 
Ðàññìîòðè� ýêîíîìèêó, ñîñòîÿùó� è� äâó� îòðàñëåé. Ïåðâà� îòðàñë� 

� ìíîæåñòâî� ïðåäïðèÿòè� A äîáûâàå� ðåñóð� (íàïðèìåð, íåôòü). Êàæ
äî� ïðåäïðèÿòè� õàðàêòåðèçóåòñ� ìàêñèìàëüíû� îáúåìî� âûïóñê� V a � 
óäåëüíûì� ñåáåñòîèìîñòÿì� äîáûòîã� ðåñóðñ� ca. � ýòî� ñëó÷à� ôóíê
öè� ïðåäëîæåíè� èìåå� âè� 

Sa(p) = Arg max [(p − c a)V ] = 

⎧ ⎨ ⎩

0, åñë� p < ca , 

[0, V a], åñë� p = c
a ,


V a , åñë� p > ca . 
0≤V ≤V a

Âòîðà� îòðàñë� çàíèìàåòñ� ïåðåðàáîòêî� äîáûòîã� ðåñóðñà. Êàæäî� ïðåä
ïðèÿòè� b âòîðî� îòðàñë� õàðàêòåðèçóåòñ� ìàêñèìàëüíû� îáúåìî� ïåðå
ðàáîòê� W b, óäåëüíûì� çàòðàòàì� ñûðü� í� åäèíèö� ãîòîâî� ïðîäóêöè� 
db � ïðî÷èì� èçäåðæêàì� í� åäèíèö� êîíå÷íîã� ïðîäóêò� c̃b . Ïðåäïîëà
ãàåòñÿ, ÷ò� êîíå÷íû� ïðîäóê� ïðîäàåòñ� í� âíåøíå� ðûíê� � åã� öåí� q 
í� ýòî� ðûíê� ôèêñèðîâàíà. 

Ðàññìîòðè� ñíà÷àë� ñèòóàöèþ, êîãä� îá� îòðàñë� ÿâëÿþòñ� êîíêó
ðåíòíûìè, ò.å. òà� ìíîã� íåáîëüøè� ïðåäïðèÿòèé, � öåí� í� ñûðü� í� 
âíóòðåííå� ðûíê� ñêëàäûâàåòñ� è� óñëîâè� ðàâåíñòâ� ñïðîñ� � ïðåäëî
æåíèÿ. Îïðåäåëè� ñïðî� í� ñûðü� ï� öåí� p ñ� ñòîðîí� ïðåäïðèÿòè� b. 
Îáîçíà÷è� ÷åðå� 

Prb(p, W ) = (q − c̃b)W/db − pW 

ïðèáûë� ïðåäïðèÿòè� b � çàâèñèìîñò� î� öåí� p � îáúåì� W ïåðåðà
áîòàííîã� ñûðüÿ. Ïóñò� ïðåäïðèÿòè� ñòðåìèòñ� ìàêñèìèçèðîâàò� ñâî� 
ïðèáûëü. Òîãä� ñïðî� í� ñûðü� îïðåäåëÿåòñ� è� óñëîâè� ìàêñèìèçàöè� 
ýòî� ïðèáûëè: 

Db(p) = Arg max Prb(p, W ).

W ∈[0,W b]


Çàìåòèì, ÷ò� ôóíêöè� ïðèáûë� Prb(p, W ) ëèíåéí� ï� W � âñ� çàâèñè� 
î� çíà÷åíè� êîýôôèöèåíò� ïð� W . Îáîçíà÷è� ÷åðå� rb = (q − c̃b)/db 

ðåçåðâíó� öåí� ïðåäïðèÿòè� b. Åñë� öåí� í� ñûðü� áîëüøå, ÷å� rb, ò� 
ïðåäïðèÿòè� í� âûãîäí� åã� ïåðåðàáàòûâàòü. Îêîí÷àòåëüí� ïîëó÷àå� 
âûðàæåíè� äë� ôóíêöè� ñïðîñ� ⎧ ⎨ ⎩


0, åñë� p < rb , 

Db(p) = [0,W b], åñë� p = rb , 

W b , åñë� p > rb . 
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Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ïðåäïðèÿòè� äîáûâàþùå� îòðàñë� óïîðÿäî÷åí� ï� 
âîçðàñòàíè� óäåëüíû� ñåáåñòîèìîñòåé, ò.å. c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ ..., � ïðåäïðè
ÿòè� ïåðåðàáàòûâàþùå� îòðàñë� óïîðÿäî÷åí� ï� óáûâàíè� ðåçåðâíû� 
öåí, ò.å. r1 r2 .... Ïîñòðîè� ãðàôèê� ôóíêöè� ñïðîñ� � ïðåäëî≥ ≥
æåíè� � îïðåäåëè� ðàâíîâåñíó� öåíó. Âîçìîæí� äâ� òèï� ïåðåñå÷åíè� 
ãðàôèêîâ, óñòîé÷èâû� � ìàëû� âîçìóùåíèÿ� ïàðàìåòðî� ìîäåëè: 

-

6á) V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

-

6a) V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

Ðèñ. 18.1 

Çäåñ� p̃ − ðàâíîâåñíà� öåíà. Ðàññìîòðè� ñèòóàöèþ, êîãä� ðûíî� ÿâ
ëÿåòñ� êîíêóðåíòíûì. Òîãä� � ïðîèçâîäñòâ� áóäó� ó÷àñòâîâàò� ò� ïðåä
ïðèÿòè� äîáûâàþùå� îòðàñëè, � êîòîðû� ca ≤ p̃. Ïð� ýòîì, åñë� ca < 
p̃, ò� áóäó� ïîëíîñòü� çàãðóæåí� ïðîèçâîäñòâåííû� ìîùíîñò� äàííîã� 
ïðåäïðèÿòèÿ. � ñëó÷à� ðàâåíñòâ� ca = p̃ ìîùíîñò� äîáûâàþùåã� ïðåä
ïðèÿòè� a ìîãó� áûò� çàãðóæåí� ÷àñòè÷íî, ÷òîá� ñáàëàíñèðîâàò� ðàâ
íîâåñíî� ïðåäëîæåíè� (ñëó÷à� á)). È� ïðåäïðèÿòè� ïåðåðàáàòûâàþùå� 
îòðàñë� áóäó� çàíÿò� òå, � êîòîðû� rb ≥ p̃, � åñë� rb > p̃ , ò� ìîùíî
ñò� ïðåäïðèÿòè� áóäó� çàãðóæåí� ïîëíîñòüþ. � ñëó÷à� ðàâåíñòâ� rb = p̃
ìîùíîñò� ïåðåðàáàòûâàþùåã� ïðåäïðèÿòè� b ìîãó� áûò� çàãðóæåí� ÷à
ñòè÷íî, ÷ò� ñáàëàíñèðîâàò� ïðåäëîæåíè� (� ñëó÷à� à)). 

Âîçìîæí� òàêæ� ñèòóàöèè, êîãä� öåí� èë� îáúå� îïðåäåëÿåòñ� íåîä
íîçíà÷í� (ñì. ïðèìåð� 16.7 � 16.8). Îäíàêî, òàêè� ñèòóàöè� ÿâëÿþòñ� 
ñòðóêòóðí� íåóñòîé÷èâûìè, ïîñêîëüê� ñêîë� óãîäí� ìàëûì� âîçìóùå
íèÿì� ïàðàìåòðî� ìîäåë� ìîæí� ïåðåéò� � îäíîì� è� äâó� ðàíå� ðàñ
ñìîòðåííû� ñëó÷àåâ. Äàëå� ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ðàâíîâåñíû� öåí� � îáúå� 
îïðåäåëÿþòñ� îäíîçíà÷íî. 

Âûÿñíèì, êàêî� áóäå� ïðèáûë� ïðåäïðèÿòè� îáåè� îòðàñëå� � ñèòó
àöè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. Îáùà� ïðèáûë� äîáûâàþùå� îòðàñëè

(p − ca)V a ñîîòâåòñòâóå� ïëîùàä� ôèãóðû, îãðàíè÷åííî� îñü� öåí, 
a:ca<p̃

âåðòèêàëüíî� ëèíèå� p = p̃, ñîîòâåòñòâóþùå� ðàâíîâåñíî� öåíå, � ãðà
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ôèêî� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� S(p) (ñì. ðèñ. 18.2).


V 
� 

V 
� 

D(p) S(p)D(p) S(p) 

c1 c2 p̃ r2 r1 p c1 c2 p̃ r2 r1 p 

Ðèñ. 18.2 Ðèñ. 18.3 

Ïðèáûë� ïåðåðàáàòûâàþùå� îòðàñë� (rb − p̃)W b − ýò� ïëîùàä� 
b:p̃<rb 

ôèãóð� îáðàçîâàííî� îñü� öåí, âåðòèêàëüíî� ëèíèå� p = p̃, ñîîòâåò
ñòâóþùå� ðàâíîâåñíî� öåíå, � ãðàôèêî� ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) (ñì. ðèñ. 
18.3). 

Îáùà� ïëîùàä� çàøòðèõîâàííû� í� ðèñ. 18.2 � 18.3 ôèãó� − ýò� 
ïðèáûë� âñå� ýêîíîìèê� � ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� (ñì. ðèñ. 
18.4). 

V 
� 

V 
� 

D(p) S(p)D(p) S(p) 

� � 
c1 c2 p r2 r1 p c1 c2 p r2 r1 p 

Ðèñ. 18.4 Ðèñ. 18.5 

Îáñóäèì, êàêè� áóäå� ñîñòîÿíè� ýòî� ýêîíîìèêè, åñë� óñòàíîâèòñ� 
ìîíîïîëè� � îäíî� è� îòðàñëåé, � äðóãà� îòðàñë� îñòàíåòñ� êîíêóðåíò
íîé. Äë� îïðåäåëåííîñò� áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� ìîíîïîëèçèðîâàí� äîáû
âàþùà� îòðàñëü. Òîãä� ìîíîïîëè� � äîáûâàþùå� îòðàñë� óñòàíîâè� � 
îáúåì, � öåí� í� ñûðüå, ñòðåìÿñ� ìàêñèìèçèðîâàò� ñâî� ïðèáûëü. 

Äîïóñòèì, ÷ò� ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) ÿâëÿåòñ� ìåäëåíí� óáûâàþùå� 
í� îòðåçê� [p̃, r2]. Ñîãëàñí� óòâåðæäåíè� 17.4, îïòèìàëüíà� öåí� äë� ìî
íîïîëè� p∗ ≥ r2 . Ïóñò� äë� îïðåäåëåííîñò� p∗ = r2 . Òîãä� îáúå� äîáû
÷� ñîñòàâè� D(r2) � ïðèáûë� ìîíîïîëè� áóäå� ðàâí� ïëîùàä� ôèãóðû, 
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îãðàíè÷åííî� ãîðèçîíòàëüíî� ëèíèå� V = D(r2) , ãðàôèêî� ôóíêöè� 
ïðåäëîæåíè� S(p), îñü� öå� � âåðòèêàëüíî� ëèíèå� p = r2 (ñì. ðèñ. 
18.5). 

Îáñóäè� ðåçóëüòàò� ãîñïîäñòâ� ìîíîïîëè� í� ðûíêå. Âîçíèêàþ� äâ� 
îñíîâíû� íåãàòèâíû� ýôôåêòà: âî-ïåðâûõ, äë� ýêîíîìèê� � öåëî� òåðÿ
åòñ� ÷àñò� ïðèáûëè, � âî-âòîðûõ, óñòàíîâèëàñ� äèñïðîïîðöèÿ, ïîñêîëüê� 
ìîíîïîëè� çàõâàòèë� ñåá� ëüâèíó� äîë� ïðèáûë� � óùåð� âòîðî� îòðà
ñëè. 

Äîïóñòè� òåïåðü, ÷ò� îá� îòðàñë� ìîíîïîëèçèðîâàíû. Òîãä� öåíà, êî
òîðà� óñòàíîâèòñ� í� ðûíêå, áóäå� îïðåäåëÿòüñ� ïóòå� ïåðåãîâîðî� ìåæ
ä� ýòèì� ìîíîïîëèÿìè. Ñêîðå� âñåãî, í� îäí� ìîíîïîëè� í� ñîãëàñèòñÿ, 
÷òîá� äðóãà� ìîíîïîëè� óñòàíîâèë� ìîíîïîëüíó� öåíó, � � ðåçóëüòàò� 
ïåðåãîâîðî� óñòàíîâèòñ� ïðîìåæóòî÷íà� öåí� ìåæä� è� ìîíîïîëüíû
ì� öåíàìè. Âïîëí� ìîæå� áûòü, ÷ò� îí� ñãîâîðÿòñ� � öåíå, áëèçêî� � 
êîíêóðåíòíîì� ðàâíîâåñèþ, ÷ò� âûãîäíå� äë� ýêîíîìèê� � öåëîì, ÷å� 
ïðåäûäóùè� âàðèàíò. Ðåàëüíà� òåõíîëîãè÷åñêà� öåïî÷ê� ñîäåðæè� í� 
äâ� îòðàñëè, � íåñêîëüêî. Ðàññìîòðè� îñíîâíû� çâåíüÿ: 

1) äîáû÷� ñûðüÿ; 
2) òðàíñïîðòèðîâêà; 
3) ïåðåðàáîòêà; 
4) îïòîâà� òîðãîâëÿ; 
5) ðîçíè÷íà� òîðãîâëÿ. 

Äë� îòêëîíåíè� î� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� äîñòàòî÷íî, ÷òîá� õîò� 
á� � îäíî� è� çâåíüå� âîçíèêë� ìîíîïîëèÿ. � ðîññèéñêî� ýêîíîìèê� 
âîçíèêíîâåíè� òàêè� ìîíîïîëüíû� ñòðóêòó� ÷àñò� ñâÿçàí� � ïðåñòóï
íûì� ãðóïïàìè. Èìè, íàïðèìåð, äîëãî� âðåì� êîíòðîëèðîâàëñ� ñáû� 
ëåãêîâû� àâòîìîáèëåé. Àâòîìîáèë� ñêóïàëèñ� í� ïðåäïðèÿòèÿ� ï� öå
íàì, áëèçêè� � ñåáåñòîèìîñòè, � ïîòî� ïðîäàâàëèñ� � ðîçíè÷íî� ñåò� ï� 
ìîíîïîëüíû� öåíàì. 

Ïðàêòè÷åñêè� âûâî� è� ðàññìîòðåííû� ìîäåëå� ñîñòîè� � òîì, ÷ò� 
íàä� àêêóðàòí� îòíîñèòüñ� � äåìîíîïîëèçàöè� îòðàñëåé. Èíîãä� áîëå� 
âûãîäí� èìåò� ìîíîïîëè� � íåñêîëüêè� îòðàñëÿõ, ÷å� � îäíîé. Ïð� ýòî� 
ï� êðàéíå� ìåð� îáùà� ïðèáûë� äë� ýêîíîìèê� áóäå� âûøå, ÷å� � ñëó÷à� 
îäíîã� ìîíîïîëèñòà. Ïðèñâîåíè� è� îñíîâíî� ÷àñò� ïðèáûë� í� ïðàêòè
ê� ìîæå� ïðèâåñò� � ðàçðóøåíè� âñå� òåõíîëîãè÷åñêî� öåïî÷êè. 

Ðàññìîòðè� ýêîíîìèê� � àíàëîãè÷íî� òåõíîëîãè÷åñêî� ñòðóêòóðîé, 
í� � óñëîâèÿ� öåíòðàëèçîâàííîã� ïëàíèðîâàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷ò� äë� öåí
òðàëèçîâàíí� óïðàâëÿåìî� ýêîíîìèê� îïòèìàëüíû� ïëà� ñîîòâåòñòâóå� 

194




∑ ∑

( )

∑ ∑

∑ ∑

� 18. Ìîäåë� äâóõîòðàñëåâî� ýêîíîìèê�


ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. 
Ðàññìàòðèâàå� ò� æ� ìîäåë� � äâóì� îòðàñëÿìè. Ïëàíîâû� îðãà� 

óñòàíàâëèâàå� çàäàíè� äë� êàæäîã� ïðåäïðèÿòèÿ. Ïëàíîâî� çàäàíè� äë� 
ïðåäïðèÿòè� a äîáûâàþùå� îòðàñë� îáîçíà÷è� êà� V 

a
, � äë� ïðåäïðèÿ

b
òè� b ïåðåðàáàòûâàþùå� îòðàñë� êà� W . Äîëæå� ñîáëþäàòüñ� áàëàíñ, 
ò.å. ñóìì� äîáûòîã� ñûðü� äîëæí� ðàâíÿòüñ� ñóìì� ïåðåðàáîòàííîã� ñû
ðüÿ, � òàêæ� äîëæí� ñîáëþäàòüñ� îãðàíè÷åíè� í� ìîùíîñòè: 

W 
b 
= V 

a 
, V 

a ≤ V a , a ∈ A, W 
b ≤ W b, b ∈ B. (18.1) 

b∈B a∈A 

a b
Íàáî� (V , a ∈ A, W , b ∈ B), óäîâëåòâîðÿþùè� ñèñòåì� (18.1), íàçû
âàåòñ� äîïóñòèìû� ïëàíîì. 

Çàäà÷� öåíòðàëèçîâàííîã� ïëàíèðîâàíè� − íàéò� îïòèìàëüíû� ïëàí, 
ò.å. äîïóñòèìû� ïëàí, ìàêñèìèçèðóùè� äîõî� ñòðàí� î� ïðîèçâîäñòâ� � 
ýêñïîðò� ïðîäóêòà. Äîõîä, ñîîòâåòñòâóþùè� äîïóñòèìîì� ïëàí� 

a b 
(V , a ∈ A, W , b ∈ B), ðàâå� 

� W 
b � a � W 

b � b � a 
q

db 
− c aV − c̃b 

db 
= r bW − c aV . 

b∈B a∈A b∈B b∈B a∈A 

Ïîñêîëüê� ýêîíîìèê� − öåíòðàëèçîâàííàÿ, ò� âíóòðåííè� öå� ìîæå� � 
í� áûòü. 

Óòâåðæäåíè� 18.1. Îïòèìàëüíû� ïëà� ñîîòâåòñòâóå� ñîñòîÿíè� êîí
êóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ, ò.å. äë� êàæäîã� ïðåäïðèÿòè� íàä� óñòàíîâèò� 
çàäàíèå, êîòîðî� ñîîòâåòñòâóå� îáúåì� âûïóñê� ýòîã� ïðåäïðèÿòè� � 
óñëîâèÿ� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóå� öåí� p ∈ [c1, r1] � äë� äîïóñòèìîã� 
a b

ïëàí� (V , a ∈ A, W , b ∈ B) çàïèøå� äîõî� � âèä� 

(p − c a)V 
a 
+ (r b − p)W 

b 
. (18.1) 

a∈A b∈B 

Áå� ïîòåð� îáùíîñò� áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� 

def 
V l ≥ W (p) = W l . 

l:p≥cl l:p≤rl 
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Îïðåäåëè� öåëî� k è� óñëîâè� 

∑k k+1

V l < W (p) ≤ V l . 
l=1 l=1 

0

Åñë� k = 0, ò� óñëîâí� ïîëàãàå� V l = 0 � ïåðâî� (ñòðîãîå) íåðàâåí
l=1 

ñòâ� çäåñ� îòñóòñòâóåò. Òîãä� ïëàí, ìàêñèìèçèðóþùè� äîõî� (18.1) ïð� 
ôèêñèðîâàííî� p, îïðåäåëÿåòñ� ï� ôîðìóëà� ⎧ 0, p < ca , 

a 
V a , p ≥ ca, a ≤ k, 

b 

� 
0, rb < p,

V = � =k W W (p) − V l , p ≥ ca, a = k + 1, W b , rb ≥ p. 
l=1⎩ 

0, p ≥ ca, a > k + 1, 

Ñîîòâåòñòâóþùà� âåëè÷èí� äîõîä� ðàâí� ïëîùàä� ôèãóðû, îãðàíè÷åí
íî� îñü� öåí, ãîðèçîíòàëüíî� ëèíèå� V = W (p) � ãðàôèêàì� ôóíêöè� 
ñïðîñ� � ïðåäëîæåíè� (ñì. ðèñ. 18.5, ãä� p = r2, W (p) = W 1+W 2, k = 2). 
Ïëîùàä� ýòî� ôèãóð� ìàêñèìàëüíà� ïð� p = p.̃

Îáñóäè� ýòî� ðåçóëüòàò. Óòâåðæäåíè� ãîâîðè� � òîì, ÷ò� � öåíòðàëè
çîâàíí� óïðàâëÿåìî� ýêîíîìèê� ìàêñèìàëüíà� îáùà� ïðèáûë� òàêà� æå, 
êà� � � ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. Âîçíèêàå� âîïðîñ: çà÷å� 
âñ� ýò� ïåðåõîä� î� êàïèòàëèçì� � ñîöèàëèçì� � îáðàòíî, åñë� � òà� � 
òà� íàèëó÷øè� ðåçóëüòà� îäèíàêîâûé? Äåë� � òîì, ÷ò� � óñëîâèÿ� öåí
òðàëèçîâàííîã� óïðàâëåíè� îïòèìàëüíû� ïëà� í� óäàåòñ� ðåàëèçîâàò� 
í� ïðàêòèêå. Ïëàíîâû� îðãà� äîëæå� èìåò� ïðàâäèâó� èíôîðìàöè� î� 
èçäåðæêà� � îáúåìà� ïðîèçâîäñòâà. Í� ïðåäïðèÿòè� í� çàèíòåðåñîâà
í� � ïðåäîñòàâëåíè� ïðàâäèâî� èíôîðìàöèè. Ïð� ïëàíîâî� ýêîíîìèê� 
ñíèæàåòñ� òàêæ� êà÷åñòâ� ïðîäóêöèè, � çíà÷è� ðàñòó� èçäåðæê� ïðîèç
âîäñòâ� � ïîñëåäóþùè� çâåíüÿ� òåõíîëîãè÷åñêî� öåïè. 

×ò� êàñàåòñ� ðûíî÷íî� ýêîíîìèêè, ò� îí� ìîæå� îáåñïå÷èò� îïòè
ìàëüíû� ðåçóëüòàò, åñë� ñêëàäûâàåòñ� êîíêóðåíòíî� ðàâíîâåñèå. Êà� ì� 
ïîêàçàëè, äåéñòâè� ìîíîïîëèè, ìàêñèìèçèðóþùå� ïðèáûëü, ïðèâîäÿ� � 
çíà÷èòåëüíû� îòêëîíåíèÿ� î� ýòîã� îïòèìàëüíîã� ðåçóëüòàòà. Ðåàëüíû� 
ðûíê� îáû÷í� í� ÿâëÿþòñ� ìîíîïîëüíûìè, � íè� ó÷àñòâóþ� íåñêîëüê� 
àãåíòî� � êàæäî� ñòîðîíû. Âàæíà� òåîðåòè÷åñêà� ïðîáëåì� − îöåíê� 
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âîçìîæíîã� îòêëîíåíè� î� ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� äë� òà
êè� ðûíêîâ. Äë� å� èññëåäîâàíè� ðàçðàáîòàí� ìîäåë� íåñîâåðøåííî� 
êîíêóðåíöèè, èë� îëèãîïîëèè, ðàññìàòðèâàåìû� � ñëåäóþùå� ïàðàãðà
ôå. 

��19. Ìîäåë� îëèãîïîëè� 

Ââåäåííî� âûø� ïîíÿòè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� õàðàêòåðèçóåòñ� 
ñëåäóþùèì� ñâîéñòâàìè. 

1. Òîâà� í� ðûíê� ïðîäàåòñ� ï� åäèíî� öåíå. 
2. Êàæäû� ïðîèçâîäèòåë� � ïîòðåáèòåë� îïðåäåëÿå� îáúå� ïðåäëîæå

íè� (ñîîòâåòñòâåííî, ñïðîñà), ìàêñèìèçèðó� ñâî� ïðèáûë� (ïîëåçíîñòü) 
ïð� äàííî� öåíå. 

3. Öåí� óñòàíàâëèâàåòñ� òàêè� îáðàçîì, ÷ò� áàëàíñèðóå� ñïðî� � 
ïðåäëîæåíèå. 

Ðàññìîòðè� òåïåð� ìîäåë� ðûíêà, í� êîòîðî� äåéñòâóå� íåñêîëüê� 
ïðîèçâîäèòåëå� òîâàðà, êàæäû� è� êîòîðû� îáëàäàå� îïðåäåëåííûì� 
âîçìîæíîñòÿì� âëèÿò� í� ðûíî÷íó� öåí� � ó÷èòûâàå� ýò� âîçìîæíîñò� 
ïð� âûáîð� ñâîå� ñòðàòåãèè. Ïîòðåáèòåëå� ïî-ïðåæíåì� ñ÷èòàå� ìåëêè
ìè: îòäåëüíû� ïîòðåáèòåë� í� îêàçûâàå� âëèÿíè� í� ïàðàìåòð� ðûíêà. 
Ðûíî� � òàêî� ñòðóêòóðî� íàçûâàåòñ� îëèãîïîëèåé. Öåë� èññëåäîâàíè� 
ýòî� ìîäåë� − îòâåòèò� í� ñëåäóþùè� âîïðîñû: Ïð� êàêè� óñëîâèÿ� í� 
ñòðóêòóð� îòðàñëè-ïðîèçâîäèòåë� òîâàð� ðûíî� ïðèäå� � ñîñòîÿíè� êîí
êóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ? Êà� çàâèñè� îòêëîíåíè� î� êîíêóðåíòíîã� ðàâ
íîâåñè� (ï� öåí� � îáúåìà� âûïóñêà) î� ñòðóêòóð� îòðàñëè? Íàñêîëüê� 
ýôôåêòèâí� àíòèìîíîïîëüíî� çàêîíîäàòåëüñòâ� � êàêè� ìåð� ðåãóëèðî
âàíè� ìîæí� ïðåäëîæèò� äë� ïîâûøåíè� ýôôåêòèâíîñò� ðûíêà? 

Ìîäåë� îëèãîïîëè� ï� Êóðí� 

Ðàññìàòðèâàåòñ� îòðàñë� ýêîíîìèêè, âûïóñêàþùà� îäíîðîäíû� òî
âàð. � îòðàñë� âõîäè� m ïðåäïðèÿòèé-ïðîèçâîäèòåëåé, êàæäî� è� êî
òîðû� õàðàêòåðèçóåòñ� ïîñòîÿííûì� óäåëüíûì� ñåáåñòîèìîñòÿì� ca � 
ìàêñèìàëüíû� îáúåìî� ïðîèçâîäñòâ� V a, a ∈ A = {1, ..., m}. Çàäàí� îä
íîçíà÷íà� ôóíêöè� ñïðîñ� í� òîâà� D(p), ïðè÷å� D(p) óáûâàå� ï� p � 
D(p) → 0 ïð� p →∞. Õàðàêòåðíû� ïðèìåðî� ôóíêöè� ñïðîñ� ÿâëÿåòñ� 
ôóíêöè� âèä� 

D(p) = K/pα , α > 0. (19.1) 

Ñòðàòåãèå� ïðåäïðèÿòè� a ∈ A ÿâëÿåòñ� îáúå� âûïóñê� va ∈ [0, V a]. Öå
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í� í� ðûíê� óñòàíàâëèâàåòñ� òàêè� îáðàçîì, ÷òîá� ôàêòè÷åñêî� ïðåä
ëîæåíè� òîâàð� va ñîîòâåòñòâîâàë� ñïðîñ� í� íåãî. Îáîçíà÷è� ÷åðå� 

a∈A 
v = (va, a ∈ A) âåêòî� âûïóñê� òîâàðà. Òîãä� öåí� í� ðûíê� áóäå� ðàâí� 

a p(v) = D−1 v . (19.2) 
a∈A 

Ïðèáûë� ïðîèçâîäèòåë� a çàâèñè� î� âåêòîð� âûïóñêî� v � îïðåäåëÿåòñ� 
êà� 

u a(v) = v a(p(v) − c a). (19.3) 

Ïð� âûáîð� îáúåì� âûïóñê� êàæäî� ïðåäïðèÿòè� ñòðåìèòñ� ìàêñèìèçè
ðîâàò� ñâî� ïðèáûëü. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷ò� � îäíî� ñòîðîíû, åñë� ðàçíîñò� 
öåí� � óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñò� ïîëîæèòåëüíà, ò.å. p(v) − ca > 0, ò� ïðè
áûë� âîçðàñòàå� � óâåëè÷åíèå� îáúåì� ç� ñ÷å� ïåðâîã� ñîìíîæèòåë� va . 
Í� � äðóãî� ñòîðîíû, öåí� óáûâàå� � óâåëè÷åíèå� îáúåì� âûïóñê� � ñè
ë� (19.2). Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) ïðåäïîëàãàåòñ� óáûâàþ
ùå� � îáðàòíà� � íå� ôóíêöè� D−1(V ) òàêæ� óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ïðèáûë� ìîæå� óáûâàò� � óâåëè÷åíèå� îáúåì� âûïóñê� ç� ñ÷å� âòîðîã� 
ñîìíîæèòåë� � (19.3). 

Îòìåòèì, ÷ò� � òî÷ê� v = 0 ôóíêöè� ua(v) èìåþ� îñîáåííîñòü. Åñòå
ñòâåíí� îïðåäåëèò� ua(0) = 0. 

Ì� îïèñàë� âçàèìîäåéñòâè� ïðîèçâîäèòåëå� � âèä� èãð� � íîðìàëü
íî� ôîðìå: � ⊗ � 

Γ = A, [0, V a], ua(v), v ∈ [0, V a], a ∈ A , 
a∈A 

ãä� A − ìíîæåñòâ� èãðîêî� (ïðîèçâîäèòåëå� òîâàðà), [0, V a] − ìíîæå
ñòâ� äîïóñòèìû� ñòðàòåãè� èãðîê� a (ìíîæåñòâ� äîïóñòèìû� îáúåìî� 
âûïóñêà), ua(v) − âûèãðû� (ïðèáûëü) èãðîê� a. 

Îòìåòèì, ÷ò� åñë� lim D−1(V )V > 0, ò� ôóíêöè� 
V 0+ 

aua(0||va) = va(D−1(va) − 
→
ca) ðàçðûâí� � òî÷ê� v = 0. � ýòî� ñëó÷à� ðàâ

íîâåñè� ï� Íýø� � èãð� Γ ìîæå� í� ñóùåñòâîâàò� (ñì. íèæ� óïðàæíåíè� 
19.1). 

Ïîèñ� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� äë� ìîäåë� Êóðí� 

Íàéäå� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� äë� ýòî� èãðû, ò.å. òàêî� íàáî� ñòðàòåãè� 
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v = (va, a ∈ A), ÷ò� êàæäî� ïðåäïðèÿòè� âûïóñêàå� îáúå� òîâàð� 

v a ∈ Arg max v a D−1 v b + v a − c a . (19.4) 
va∈[0,V a] 

b∈A\{a} 

Îáîçíà÷è� ÷åðå� u′va (v) ÷àñòíó� ïðîèçâîäíó� ôóíêöè� ua(v) ï� ïå
ðåìåííî� va � òî÷ê� v. 

Ëåìì� 19.1. Åñë� v − ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, ò� v =6 0 � âûïîëíåí� 
ñëåäóþùè� íåîáõîäèìû� óñëîâèÿ: 

1) va
a 

= 0 ⇒ u′va (v) ≤ 0; 
2) v

a 

∈ (0, V a) ⇒ uv
′

a (v) = 0; 
3) v = V a ⇒ u′va (v) ≥ 0. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷ò� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� v í� ìîæå� áûò� 

íóëåâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷ò� v = 0 − ñèòóàöè� ðàâíîâå
ñèÿ. � ñèë� ñâîéñòâ� D4 ôóíêöè� ñïðîñà, D−1(V ) → ∞ ïð� V 0 + . 

a 

→
Ïîýòîì� ïð� äîñòàòî÷í� ìàëî� v > 0 

u a(0||v a) = v a(D−1(v a) − c a) > 0 = u a(0), 

÷ò� ïðîòèâîðå÷è� îïðåäåëåíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 
Óñëîâè� 1)-3) ÿâëÿåòñ� íåîáõîäèìûì� óñëîâèÿì� äë� òî÷ê� ìàêñè

ìóì� va äèôôåðåíöèðóåìî� ôóíêöè� ua(v||va) îäíî� ïåðåìåííî� va í� 
îòðåçê� [0, V a] (ñì. çàäà÷� (19.4)). 

Âû÷èñëè� ïðîèçâîäíó� ôóíêöè� ïðèáûë� ï� îáúåì� âûïóñê� va êà� 
ïðîèçâîäíó� ïðîèçâåäåíèÿ: 

u′va (v) = D−1 v b − c a + v a/Ḋ(p(v)). (19.5) 
b∈A 

Óòâåðæäåíè� 19.1. Ïóñò� c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cm, ò.å. ïðåäïðèÿòè� óïî
ðÿäî÷åí� ï� âîçðàñòàíè� óäåëüíû� ñåáåñòîèìîñòåé, � ôóíêöè� ñïðîñ� 
D(p) − äèôôåðåíöèðóåìà� � óáûâàþùàÿ. Òîãä� íàéäåòñ� òàêî� ïðåä
ïðèÿòè� k, ÷ò� � ðàâíîâåñè� ï� Íýø� va > 0, a = 1, 2, ..., k, va = 0, a = 
k + 1, ..., m, ïðè÷å� ck+1 > ck . 

Äîêàçàòåëüñòâî. 
1) Ïóñò� v − ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. Ï� ëåìì� 19.1 v =6 0. Âîçüìå� 

òàêî� k, ÷ò� vk > 0. Ïîêàæåì, ÷ò� òîãä� 
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D−1 vb − ck > 0. Cîãëàñí� ëåìì� 19.1 è� vk > 0 ñëåäóå� 
b∈A 

u′ k (v) ≥ 0. È� ôîðìóë� (19.5) ïîëó÷àå� 
v

D−1 v b − c k ≥ −v k/Ḋ(p(v)) > 0, 
b∈A 

ïîñêîëüê� Ḋ(p(v)) < 0. 
2) Ïîêàæåì, ÷ò� va > 0 ïð� a = 1, ..., k −1. Äîïóñòè� î� ïðîòèâíîãî, 

÷ò� va = 0 äë� íåêîòîðîã� a ∈ {1, ..., k − 1}. Òîãä� (∑ � (∑ � 
u′va (v) = D−1 v b − c a + v a/Ḋ(p(v)) = D−1 v b − c a ≥ 

b∈A b∈A 

≥ D−1 v b − c k > 0, 
b∈A 

òà� êà� ca ≤ ck ïð� a < k. Ï� ëåìì� 19.1 è� u′ (v) > 0 cëåäóå� va > 0.va 

Ïîëó÷èë� ïðîòèâîðå÷è� � ïðåäïîëîæåíèåì, ÷ò� va = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 
va > 0 ïð� a = 1, ..., k − 1. 

3) Òàêè� îáðàçîì, íàéäåòñ� òàêî� ìàêñèìàëüíî� k, ÷ò� 
va > 0, a = 1, 2, ..., k va = 0, a = k + 1, ..., m. Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷ò� 
ck+1 > ck . Åñë� ck+1 = ck , ò� (∑ � (∑ � 
u′vk+1 (v) = D−1 v b − c k+1 + v k+1/Ḋ(p(v)) = D−1 v b − c k > 0. 

b∈A b∈A 

Ï� ëåìì� 19.1 è� u′
v

(v) > 0 cëåäóå� vk+1 > 0 (ïðîòèâîðå÷èå).k+1 

Ïîëó÷åííû� ðåçóëüòà� èìåå� ïðîñòî� ýêîíîìè÷åñêè� ñìûñë: åñë� íåêî
òîðîì� ïðåäïðèÿòè� âûãîäí� ïðîèçâîäèò� òîâà� ï� äàííî� öåíå, ò� 
ïðåäïðèÿòè� � ìåíüøå� óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòü� òå� áîëå� âûãîäí� 
ïðîèçâîäèò� ýòî� òîâàð. 

Ñëó÷à� � ðàâíûì� óäåëüíûì� ñåáåñòîèìîñòÿì� 

Ðàññìîòðè� ñëó÷àé, êîãä� óäåëüíû� ñåáåñòîèìîñò� ca âñå� ïðåäïðè
ÿòè� îäèíàêîâ� � ðàâí� c. È� óòâåðæäåíè� 19.1 ñëåäóåò, ÷ò� òîãä� � 
ðàâíîâåñè� ï� Íýø� va > 0 ïð� âñå� a ∈ A, ò.å. êàæäû� ïðîèçâîäèòåë� 
âûïóñêàå� ïîëîæèòåëüíî� êîëè÷åñòâ� òîâàðà. 

Ðàññìîòðè� ñíà÷àë� ìîäåë� áå� îãðàíè÷åíè� í� îáúåì� âûïóñêà. Áó
äå� èñêàò� ðåøåíè� çàäà÷� (19.4), ñ÷èòà� V a = ∞ (ïðîèçâîäñòâåííû� 
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ìîùíîñò� ïðåäïðèÿòè� í� îãðàíè÷åíû). Òîãä� � òî÷ê� ìàêñèìóì� çàäà
÷� (19.4) âñ� ïðîèçâîäíû� u′va (v) = 0 � äë� ïîèñê� ðàâíîâåñè� ï� Íý
ø� ïîëó÷àå� ñëåäóþùó� ñèñòåì� óðàâíåíè� îòíîñèòåëüí� íåèçâåñòíû� 
va, a = 1, ..., m: 

u′va (v) = D−1 v b − c + v a/Ḋ(p(v)) = 0, a ∈ A. (19.6) 
b∈A 

Ñóììèðóå� óðàâíåíè� (19.6) ï� âñå� a ∈ A. Ïîëó÷àå� (∑ � � ( (∑ )� 
a amD−1 v − mc + v a/Ḋ D−1 v = 0. (19.7) 

a∈A a∈A a∈A 

Âûðàæåíè� (19.7) ïðåäñòàâëÿå� ñîáî� óðàâíåíè� îòíîñèòåëüí� îäíî� íåèç
âåñòíî� âåëè÷èí� va . Ðàçðåøè� äàííî� óðàâíåíè� � ïîäñòàâè� íàé

a∈A 
äåííó� âåëè÷èí� � óðàâíåíè� (19.6), íàéäå� çíà÷åíè� va , a ∈ A, êîòî
ðûå, î÷åâèäíî, îäèíàêîâ� äë� âñå� a. 

Ïðîäåìîíñòðèðóå� äåéñòâè� ýòîã� àëãîðèòì� í� êîíêðåòíî� ôóíêöè� 
añïðîñà. Ïóñò� D(p) = K/p. Òîãä� p(v) = D−1( va) = K/ v . Ñèñòåì� 

a∈A a∈A 
(19.6) � ýòî� ñëó÷à� ïðèíèìàå� âè� � (∑ )2 

K/ v a − c − v aK/ v a = 0, a ∈ A, (19.6 ′) 
a∈A a∈A 

� óðàâíåíè� (19.7) ïðåîáðàçóåòñ� � âèäó: 

mK/ v a − mc − K/ v a = 0. (19.7 ′) 
a∈A a∈A 

È� (19.7 ′) ïîëó÷àåì, ÷ò� va = (m − 1)K/(mc). Ïîäñòàâëÿ� ýò� 
a∈A 

âûðàæåíè� � (19.6 ′), íàõîäè� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� äë� ìîäåë� Êóðí� 

def K(m − 1) 
v a = v∗ = ∀ a ∈ A. (19.8)

2cm

Äë� ìîäåë� � îãðàíè÷åíèÿì� í� îáúåì� âûïóñê� îòìåòè� äâ� ñëó÷àÿ. 
à) v∗ ≤ min V b . Òîãä� ðåøåíè� çàäà÷� � îãðàíè÷åíèÿì� í� îáúåì� 

b∈A 
âûïóñê� ñîâïàäàå� � ðåøåíèå� òî� æ� çàäà÷� áå� ó÷åò� îãðàíè÷åíèé, 
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òà� êà� v∗ − ðåøåíè� çàäà÷� îïòèìèçàöè� ï� áîëå� øèðîêîì� ìíîæå
ñòâ� � � ò� æ� âðåì� ÿâëÿåòñ� äîïóñòèìû� îáúåìî� âûïóñê� äë� çàäà÷� 
� îãðàíè÷åíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, � ýòî� ñëó÷à� va çàäàåòñ� ôîðìóëî� 
(19.8). 

á) v∗ > min V b . Óïîðÿäî÷è� ïðîèçâîäèòåëå� ï� óáûâàíè� ìàêñèìàëü
b∈A 

íû� îáúåìî� âûïóñêà: V 1 ≥ V 2 ≥ ... ≥ V m . Òîãä� íàéäåòñ� òàêî� ïðîèç
âîäèòåë� k, ÷ò� � 

v a =	
v∗, a ≤ k, 

(19.9)
V a , a > k. 

Àëãîðèò� ïîèñê� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� âèä� (19.9) 
Ôèêñèðóå� íåêîòîðî� k. Òîãäà, ïåðåïèñà� (19.6) äë� ýòîã� ñëó÷àÿ, 

ïîëó÷àå� óðàâíåíè� äë� íàõîæäåíè� v∗(k): 

m	 m( ∑ � ( ∑ )2 

K/ V a + kv∗ − c − v∗K/ V a + kv∗ = 0, (19.6 ′′) 
a=k+1	 a=k+1 

m

ãä� âûðàæåíè� V a ïîëàãàåòñ� ðàâíû� íóëþ. 
a=m+1 

Íà÷èíàå� ïîèñ� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � k = m. Íàõîäè� v∗(m) � 
ïðîâåðÿå� óñëîâè� v∗(m) ≤ V m . Åñë� îí� âûïîëíÿåòñÿ, ò� íàéäåííà� 
ñèòóàöè� v ÿâëÿåòñ� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. Èíà÷� áåðå� k = m − 1 � ò.ä. 
� ðåçóëüòàò� ç� êîíå÷íî� ÷èñë� øàãî� íàéäå� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� äë� 
ýòîã� ñëó÷àÿ. 

Ñðàâíåíè� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � ï� Âàëüðàñ� äë� ìîäåë� 
Êóðí� 

Ïóñò� D(p) = K/p, V a ≡ V, ca ≡ c. � ýòî� ñëó÷à� ðàâíîâåñè� ï� 
Íýø� v � öåí� p∗ îïðåäåëÿåòñ� ï� ôîðìóëà� 

v =	
v∗ = K(m − 1)/(cm2), åñë� v∗ ≤ V, 

∀ a ∈ A,a 

V,	 åñë� v∗ > V, 

p∗ =	
K/(mv∗) = cm/(m − 1), åñë� v∗ ≤ V, 

K/(mV ), åñë� v∗ > V. 

×òîá� íàéò� ðàâíîâåñè� ï� Âàëüðàñó, íàä� íàéò� ïåðåñå÷åíè� ôóíê
öè� ñïðîñ� � ïðåäëîæåíèÿ, ïðè÷å� 

202 



� 19. Ìîäåë� îëèãîïîëè�


0, p < c,


S(p) =


⎧ ⎨ ⎩
[0, mV ], p = c,


mV, p > c.


Åñë� K/c ≤ mV , ò� p̃ = c (ñì. ðèñ. 19.1), èíà÷� p̃ = K/(mV ) (ñì. 
ðèñ. 19.2). 

-

6

S(p)

D(p)

pc cm
m−1

p̃ = p∗ = K
mV

mV
-

6a) V

D(p)

mV
S(p)

p∗ cm

á) V


p̃ = c
 p
=

m−1 

Ðèñ. 19.1 Ðèñ. 19.2 

� èòîã� ïîëó÷àå� ñëåäóþùè� ðåçóëüòàò.


Óòâåðæäåíè� 19.2. Äë� äàííî� ìîäåë� âîçìîæí� ñëåäóþùè� ñîî�


a 

� 

íîøåíè� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � ï� Âàëüðàñó. 
1) Åñë� V ≥ K/(cm), ò� 

ap∗ = cm/(m − 1), v∗ = K(m − 1)/(cm2), p̃ = c, ṽ = K/(cm), , 

ò.å. ðàâíîâåñíà� öåí� äë� îëèãîïîëè� p∗ ïðåâûøàå� öåí� êîíêóðåíòíîã� 
ðàâíîâåñè� p̃ � m/(m − 1) ðà� (ðèñ. 19.1). 

2) Åñë� K/(cm) > V > K(m − 1)/(cm2), ò� 
ap∗ = cm/(m − 1), v∗ = K(m − 1)/(cm2), p̃ = K/mV, ṽ = V , ò.å. öåí� 

îòëè÷àþòñ� � ìåíüøå� ñòåïåíè. 
3) Ïð� V ≤ K(m − 1)/(cm2) öåí� � îáúåì� ñîâïàäàþò: p∗ = p̃ = 

K/(mV ), v∗ = ṽ = V. (ñì. ðèñ. 19.2). 

Òàêè� îáðàçîì, åñë� îãðàíè÷åíè� îáúåì� âûïóñê� íåñóùåñòâåíí� 
(V ≥ K/(cm)), ò� äë� ìàëû� m ïîëó÷àå� ñëåäóþùè� ñîîòíîøåíè� öåí: 

p̃ = p∗/2; m = 3 m = 2
 p̃ = 2p∗/3; m = 4 p̃ = 3p∗/4.⇒
Òà� êà� p = K/ 

⇒
 ⇒

, , ò� ñîîòíîøåíè� îáúåìî� îáðàòí� ïðîïîðöèîíàëü

í� ñîîòíîøåíè� ñîîòâåòñòâóþùè� öåí, ò.å. v∗/ṽ = 1 − 1/m, � ÷àñòíîñòè, 

av
a∈A 

m = 2
 ṽ = 2v∗; m = 3 ṽ = 3v∗/2; m = 4 ṽ = 4v∗/3.⇒
 ⇒
 ⇒
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Ìîäåë� Êóðí� ïîçâîëÿå� îáîñíîâàò� ìåð� ï� àíòèìîíîïîëüíîì� ðå
ãóëèðîâàíèþ. È� àíàëèç� ýòî� ìîäåë� âûòåêàåò, ÷ò� åñë� í� ðûíê� äåé
ñòâóå� õîò� á� ÷åòûð� êîìïàíèè, ò� îòêëîíåíè� ï� îáúåì� î� ñîñòîÿíè� 
êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� ï� Âàëüðàñ� ñîñòàâëÿå� í� áîëå� 25%, � îò
êëîíåíè� ï� öåí� í� áîëå� 33%. Ïð� ýòî� îáúå� âûïóñê� í� êàæäî� 
è� ÷åòûðå� ïðåäïðèÿòèé, ïðèñóòñòâóþùè� í� ðûíêå, äîëæå� ñîñòàâëÿò� 
v∗ = 3K/(16c) (ò.å. 3/16 î� ðàâíîâåñíîã� ï� Âàëüðàñ� îáùåã� îáúåì� 
ïðîèçâîäñòâà). Ñîãëàñí� àíòèìîíîïîëüíîì� çàêîíîäàòåëüñòâ� ÑØÀ, � 
ïðåäïðèÿòè� ìîãó� ïðèìåíÿòüñ� àíòèìîíîïîëüíû� ìåðû, åñë� îí� êîí
òðîëèðóå� áîëå� 30% ðûíêà. Èñõîä� è� ìîäåë� Êóðíî, òàêè� îáðàçî� 
îáåñïå÷èâàåòñ� îïðåäåëåííà� ñòåïåí� áëèçîñò� � êîíêóðåíòíîì� ðàâíî
âåñèþ. 

Óïðàæíåíè� 19.1. Ïîêàæèòå, ÷ò� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� äë� ìîäåë� 
aÊóðí� í� ñóùåñòâóåò, åñë� D(p) = K/pα , 0 < α ≤ 1/m, c ≡ c. 

Óïðàæíåíè� 19.2. Íàéäèò� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� äë� ìîäåë� Êóðí� � 
ñðàâíèò� è� � êîíêóðåíòíû� ðàâíîâåñèå� � ñëåäóþùè� óñëîâèÿõ: 

1. D(p) = K/pα, α > 1/m, ca ≡ c, V a ≡ V.

a
2. D(p) = K/p, c ≡ c, V 1 ≥ V 2 ≥ ... ≥ V m . 

3. D(p) = K/p, c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cm , V a ≡ V ≥ K/c1 . 

Äîñòîèíñòâ� ìîäåë� Êóðíî: 
à) ïðîñò� äë� èññëåäîâàíèÿ; 
á) ñîãëàñóåòñ� � ìîäåëü� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ; 
â) óñëîâè� ñîâåðøåííî� êîíêóðåíöè� � îöåíê� îòêëîíåíè� î� íè� 

ëåãê� ôîðìàëèçóþòñÿ. 
Íåäîñòàòê� ìîäåë� Êóðíî: 
à) íåÿñíî, êàêî� îòíîøåíè� ìîäåë� èìåå� � ðåàëüíû� ðûíêàì, ïî

ñêîëüê� í� ïðàêòèê� íå� òàêè� ìåõàíèçìî� öåíîîáðàçîâàíèÿ: ïðîèçâîäè
òåë� íàçíà÷àå� � öåíó, � îáúå� âûïóñêà. Èññëåäîâàíè� ñîîòâåòñòâóþùå� 
ìîäåë� ïîêàçûâàåò, ÷ò� íàéäåííî� äë� ìîäåë� Êóðí� ðàâíîâåñè� ï� Íý
ø� íåóñòîé÷èâ� � èçìåíåíè� öå� (ñì. ñëåäóþùè� ïàðàãðàô); 

á) âèäèìî, ìîäåë� í� ñîîòâåòñòâóå� � ýêîíîìè÷åñêî� ñòàòèñòèêå. Íà
ïðèìåð, ï� Ðîññè� äîë� òîðãîâî� íàöåíê� � öåí� í� ìåëêîîïòîâû� ðûí
êà� ïðåâûøàå� 50%, õîò� êîëè÷åñòâ� ïðîäàâöî� êàæäîã� òîâàð� âåëèêî. 

Ìîäåë� öåíîâî� êîíêóðåíöè� Áåðòðàíà-Ýäæâîðò� 

Ðàññìîòðè� äðóãî� âàðèàí� ìîäåë� îëèãîïîëèè. Ðûíî� ïðåäïîëàãà
åòñ� ïðåæíèì: A − ìíîæåñòâ� ïðîèçâîäèòåëå� òîâàðà, ca � V a − ïîñòî
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� 19. Ìîäåë� îëèãîïîëè�


ÿííû� óäåëüíà� ñåáåñòîèìîñò� � ìàêñèìàëüíû� îáúå� âûïóñê� ïðîèçâî
äèòåë� a, D(p) − ôóíêöè� ñïðîñà. Ïîòðåáèòåë� − ìåëêèå, îí� îáðàçóþ� 
êîíòèíóóì, êàæäû� è� íè� ìîæå� êóïèò� îäí� åäèíèö� òîâàðà. Ïîòðå
áèòåë� õàðàêòåðèçóåòñ� ðåçåðâíî� öåíî� r ≥ 0. Î� ïîêóïàåò, åñë� åì� 
äîñòàåòñ� òîâà� ï� öåí� p ≤ r � í� ïîêóïàå� � ïðîòèâíî� ñëó÷àå. 

Îòâåò� í� ïîñòàâëåííû� âîïðîñ� îòíîñèòåëüí� óñëîâè� ðåàëèçàöè� 
êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� � îöåíê� îòêëîíåíè� î� íåã� çàâèñÿ� î� ìå
õàíèçì� âçàèìîäåéñòâè� ìåæä� ïðîèçâîäèòåëÿì� � ïîòðåáèòåëÿìè. � 
êà÷åñòâ� ïðèìåð� òàêîã� ìåõàíèçì� ðàññìîòðè� îäíîñòîðîííè� àóêöè
î� ïåðâî� öåíû. Ïðîèçâîäèòåëè-ïðîäàâö� îäíîâðåìåíí� � íåçàâèñèì� 
íàçíà÷àþ� öåí� sa ≥ ca í� ñâî� òîâàð. Ïîòðåáèòåëè-ïîêóïàòåë� âûñòðà
èâàþòñ� � î÷åðåä� � ïîêóïàþ� ïðåäëîæåííû� òîâà� � ïîðÿäê� âîçðàñòà
íè� öåí� � ó÷åòî� è� ðåçåðâíû� öåí. Ïð� ýòî� âàæå� ïîðÿäî� ïðèõîä� 
ïîêóïàòåëå� í� ðûíîê. 

Ïðèìå� 19.1. Í� ðûíê� âçàèìîäåéñòâóþ� äâ� ïðîäàâö� � äâ� ãðóï
ï� ïîêóïàòåëå� ñ� ñëåäóþùèì� ïàðàìåòðàìè: s1 = 5, V 1 = 100; r1 = 
6, D1 = 110; s2 = 7, V 2 = 50; r2 = 8, D2 = 40, ãä� sa − öåíà, íàçíà
÷åííà� ïðîäàâöî� a, V a − ïðåäëîæåííû� ï� ýòî� öåí� îáúå� òîâàðà, 
ri − ðåçåðâíà� öåí� äë� ãðóïï� ïîêóïàòåëå� i, Di − îáúå� è� ñïðîñ� 
(êîòîðû� íåýëàñòè÷å� ïð� p < ri). 

Åñë� í� ðûíî� ïåðâûì� ïðèõîäÿ� "áåäíûå"ïîêóïàòåë� (ò.å. � íèçêî� 
ðåçåðâíî� öåíîé), ò� îí� ïîêóïàþ� 100 åäèíè� ï� öåí� 5, � ïîòî� "áîãà
òûå"êóïÿ� 40 åäèíè� ï� öåí� 7. Åñë� æ� í� ðûíî� ïåðâûì� ïðèõîäÿ� "áî
ãàòûå", ò� îí� ïîêóïàþ� 40 åäèíè� ï� öåí� 5, � ïîòî� "áåäíûå"ïîêóïàþ� 
60 åäèíè� ï� öåí� 5. Î÷åâèäíî, ÷ò� ïðèáûë� âòîðîã� ïðîäàâö� ïð� ýòî� 
ñóùåñòâåíí� ìåíÿåòñÿ. 

Äàëå� áóäå� ïðåäïîëàãàòü, ÷ò� ïîòðåáèòåë� � ðàçëè÷íûì� ðåçåðâíû
ì� öåíàì� r ðàñïðåäåëåí� � ñîîòâåòñòâè� � ïëîòíîñòü� ρ(r) − íåîòðèöà
òåëüíî� ôóíêöèåé, èíòåãðèðóåìî� í� ïîëóïðÿìî� [0, ∞). Ýò� çíà÷èò, ÷ò� 
ïð� çàäàííî� öåí� p ≤ r � ìàëî� dr ïîòðåáèòåë� � ðåçåðâíûì� öåíàì� 
è� îòðåçê� [r, r + dr] êóïÿ� òîâà� � êîëè÷åñòâ� ρ(r)dr. Ïóñò� èìååòñ� òà
êî� ÷èñë� M > 0, ÷ò� ïëîòíîñò� ρ(r) ïîëîæèòåëüí� í� èíòåðâàë� (0,M), 
� ïîòðåáèòåë� � ðåçåðâíûì� öåíàì� r ≥ M èìåþ� äîïîëíèòåëüíó� âîç
ìîæíîñò� ïðèîáðåñò� òîâà� í� äðóãî� ðûíê� ï� ôèêñèðîâàííî� öåí� M. 

205




∑

∑

[ ]∑

[ ]∑

ÃËÀÂ� IV. ÂÂÅÄÅÍÈ� � ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓ� ÝÊÎÍÎÌÈÊ�


Òîãä� ôóíêöè� ñïðîñ� èìåå� âè� ∫∞ ρ(r)dr, p < M, p 

D(p) = [0, 
∫∞
ρ(r)dr], p = M, ⎩ M 

0, p > M. 

Îòìåòèì, ÷ò� D(p) ìîæí� èíòåðïðåòèðîâàò� êà� îáùå� ÷èñë� ïîòðåáè
òåëåé, æåëàþùè� ïðèîáðåñò� òîâà� ï� öåí� p. ßñíî, ÷ò� ôóíêöè� D(p) 
− óáûâàþùà� � äèôôåðåíöèðóåìà� í� èíòåðâàë� (0,M). Äàëå� áóäå� 
ñ÷èòàòü, ÷ò� V a > D+(M). 

a:ca<M 

� ñäåëàííû� ïðåäïîëîæåíèÿ� ðàâíîâåñíà� öåí� p̃ îäíîçíà÷í� îïðå
äåëÿåòñ� è� óñëîâè� D(p̃) ∈ [S−(p̃), S+(p̃)], ïðè÷å� D(p̃) > 0. 

Íàáî� öå� s = (sa , a ∈ A), óñòàíîâëåííû� ïðîèçâîäèòåëÿìè, îïðåäå
ëÿå� âåêòî� ôàêòè÷åñêîã� ïðåäëîæåíè� òîâàðà: 
Ṽ (s) = (Ṽp(s), p ∈ P (s)), ãä� Ṽp(s) = V a − êîëè÷åñòâ� òîâàðà, 

a:sa=p 

ïðåäëîæåííî� ï� öåí� p, � P (s) − ìíîæåñòâ� íàçíà÷åííû� öåí. 
� îáùå� ñëó÷à� ïðîöåñ� ïðîäàæ� õàðàêòåðèçóåòñ� ôóíêöèå� îñòà

òî÷íîã� ñïðîñà. Ôóíêöè� îñòàòî÷íîã� ñïðîñ� D(p, Ṽ ) ïîêàçûâàåò, êàêî� 
îñòàòî÷íû� ñïðî� ï� öåí� p ïîñë� ïðîäàæ� âñå� îáúåìî� Ṽp� ï� öåíà� 
p� < p, p� ∈ P (s). Ðàññìîòðè� òð� êîíêðåòíû� âèä� ôóíêöè� îñòàòî÷
íîã� ñïðîñà, ñâÿçàííû� � ïðàâèëàì� ðàöèîíèðîâàíèÿ, ò.å. � ïîðÿäêî� 
ïîòðåáèòåëå� � î÷åðåäè: 

1. Ïðèîðèòå� ïîòðåáèòåëå� � áîëüøå� ðåçåðâíî� öåíîé: 

D1(p, Ṽ ) = max 0, D(p) − Ṽp� . (19.10) 
p′<p 

2. Ïîòðåáèòåë� ðàâíîìåðí� ðàñïðåäåëåí� � î÷åðåä� � îñòàòî÷íû� 
ñïðî� ôîðìèðóåòñ� ï� ïðîïîðöèîíàëüíîì� ïðàâèëó: 

D2(p, Ṽ ) = D(p) max 0, 1 − Ṽp� /D(p′) . (19.11) 
p′<p 

3. Ïðèîðèòå� ïîòðåáèòåëå� � íèçêî� ðåçåðâíî� öåíîé: � � ]� � 
D3(p, V ) = max 0, min 

p≤p 
D(p) − 

p≤p′<p 

Ṽp� . (19.12) 
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� 19. Ìîäåë� îëèãîïîëè�


Óïðàæíåíè� 19.3. Äîêàæèò� ôîðìóë� (19.10-12). 

Ïð� ëþáî� ïîðÿäê� ïîòðåáèòåëå� � î÷åðåä� ñïðàâåäëèâ� ñîîòíîøå
íè� D1(p, Ṽ ) ≤ D(p, Ṽ ) ≤ D3(p, Ṽ ), îçíà÷àþùåå, ÷ò� îñòàòî÷íû� ñïðî� 
óáûâàå� áûñòðå� âñåã� � ñëó÷à� 1 � ìåäëåííå� âñåã� − � ñëó÷à� 3. 

Äàëå� ðàññìîòðè� ïðîèçâîëüíû� ïîðÿäî� ïîòðåáèòåëå� � î÷åðåäè, 
ñ÷èòàÿ, ÷ò� îñòàòî÷íû� ñïðî� õàðàêòåðèçóåòñ� ôóíêöèå� D(p, Ṽ ), óäî
âëåòâîðÿþùå� ñëåäóþùè� íåðàâåíñòâàì: 

D(p) − Ṽp� ≤ D(p, Ṽ ) ≤ max[0, D(p, Ṽ ) − Ṽp� ] ∀ p < p. (19.13) 
p′<p p≤p′<p 

Ïîìèì� ýòîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîá� ôóíêöè� D(p, Ṽ (s)) áûë� íåïðåðûâ
í� ï� ëþáî� ïåðåìåííî� sa � èíòåðâàë� 0 < sa < p ïð� ôèêñèðîâàííû� 
îñòàëüíû� ïåðåìåííûõ. 

Ï� ôóíêöè� îñòàòî÷íîã� ñïðîñ� D(p, Ṽ ) äë� ëþáû� ñòðàòåãè� sa ïðî
èçâîäèòåëå� îäíîçíà÷í� îïðåäåëÿåòñ� ìàêñèìàëüíà� ïðîäàæíà� öåí� 
p(s) = max{p ∈ P (s) | D(p, Ṽ (s)) > 0}, ïð� êîòîðî� îñòàòî÷íû� ñïðî� 
åù� ïîëîæèòåëåí. 

Îïðåäåëè� ïðàâèë� ðàñïðåäåëåíè� âåëè÷èí� D(p, Ṽ (s)) äë� ïðîèç
âîäèòåëå� a, âûáðàâøè� sa = p(s). Ðàçîáüå� è� í� äâ� ãðóïïû: 

A1 = {a ∈ A | c a < sa = p(s)}, A2 = {a ∈ A | c a = s a = p(s)}. 

Åñë� D(p(s), Ṽ (s)) < V a , ò� âåñ� îñòàòî÷íû� ñïðî� ðàñïðåäåëÿåò
a∈A1 

ñ� ìåæä� ïðîèçâîäèòåëÿì� a ∈ A1 ïðîïîðöèîíàëüí� è� ìàêñèìàëüíû� 
îáúåìà� ïðåäëîæåíè� V a. Ïð� ýòî� ïðîèçâîäèòåë� a âûïóñêàå� ñâî� òî
âà� � êîëè÷åñòâ� v̂s = V aD(p(s), Ṽ (s))/ V a. � ñëó÷à� D(p(s), Ṽ (s)) ≥� a∈A1 

V a ïðîèçâîäèòåë� a ∈ A1 âûïóñêàþ� ñâî� òîâà� � êîëè÷åñòâ� V a . 
a∈A1 

˜ def 
� 

˜ � 
V a 
� 

Âåëè÷èí� îñòàòê� ñïðîñ� D̃(p(s), V (s)) = max 0, D(p(s), V (s)) − 
a∈A1 

ðàñïðåäåëÿåòñ� ìåæä� ïðîèçâîäèòåëÿì� a ∈ A2 ï� àíàëîãè÷íîì� ïðàâè
ëó. 

Èòàê, ïð� ðàñïðåäåëåíè� îñòàòî÷íîã� ñïðîñ� ïðèîðèòåòî� ïîëüçóþò
ñ� ôèðìû, äë� êîòîðû� ñåáåñòîèìîñò� íèæ� ïðîäàæíî� öåíû. Ïîñëåäíå� 
óñëîâè� ââîäèòñ� äë� òåõíè÷åñêîã� óäîáñòâà, ïîñêîëüê� îïðåäåëÿåìû� 
íèæ� ôóíêöè� âûèãðûø� ðàçðûâíû, � äàííà� ìîäåë� îïèñûâàå� ðàñ
ïðåäåëåíè� ïîêóïàòåëå� ïð� ðàçíîñò� öåí, áëèçêî� � íóëþ. � êà÷åñòâ� 
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âûèãðûø� ïðîèçâîäèòåë� a ðàññìîòðè� åã� ïðèáûë�
⎧
(sa − ca)V a , sa < p(s), (sa − ca)V a min[1, D(p(s), Ṽ (s))/ V b], a ∈ A1, 

u a(s) = (sa − ca)V a min[1, D̃(p(s), Ṽ (s))/ 
b∑∈A1 

V b], a ∈ A2, 0, 
b∈A2 

sa > p(s). 

Òàêè� îáðàçîì, îïèñàí� ìîäåë� öåíîâî� êîíêóðåíöè� ïðîèçâîäèòåëå� 

êà� èãð� � íîðìàëüíî� ôîðì� Γ = A, {sa sa ≥ ca}, ua(s), a ∈ A , ãä� 

èãðîê� a ∈ A − ôèðìû, ìíîæåñòâ� ñòðàòåãèé

|
{sa | sa ≥ ca} − ìíîæåñòâ� 

öåí, êîòîðû� îí� ìîãó� íàçíà÷èòü, ôóíêöè� âûèãðûø� ua(s) îïðåäåëÿþ� 
ïðèáûë� ôèðì. 

Èçâåñòíû� ìîäåë� ïîâåäåíè� � èãð� Γ − ýò� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, 
ðåøåíè� ï� äîìèíèðîâàíèþ, ìîäåë� èãðîâî� äèíàìèê� (äèíàìèê� íàè
ëó÷øè� îòâåòîâ, àäàïòèâíû� äèíàìèêè). 

Ðàññìîòðè� ñíà÷àë� íåîáõîäèìû� óñëîâè� äë� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� 
îïèñàííî� èãðû. 

Óòâåðæäåíè� 19.3. Ïóñò� s − ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, p̃ − öåí� êîíêó
ðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. Òîãä� ñïðàâåäëèâ� îäí� è� ñëåäóþùè� äâó� óñëî
âèé: 

1) p(s) = p̃ � äë� êàæäîã� ïðîèçâîäèòåë� a, èìåþùåã� ca < p,̃ âûïîë
íåí� sa = p.̃

2) p(s) > p̃ � íàéäåòñ� åäèíñòâåííû� ïðîèçâîäèòåë� a, äë� êîòîðîã� 

D(p) S(p) 

Ðèñ. 19.3 Ðèñ. 19.4 

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷ò� V a ≤ S−(p̃) ≤ D(p̃). Îòñþä� � 
a:ca<p̃

è� ïåðâîã� íåðàâåíñòâ� (19.13) âûòåêàåò, ÷ò� êàæäû� ïðîèçâîäèòåë� a, 

ca < p(s) = sa, ïðè ýòîì ca ≤ p̃ (ñì. ðèñ. 19.3).

-

6V

D(p) S(p)

pp̃ p(s)
-

V

pp̃ = p(s)
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äë� êîòîðîã� ca < p,̃ ñìîæå� ïðîäàò� âåñ� ñâî� òîâà� ï� öåí� p.̃ Ïîýòîì� 
äë� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� s min sa p p. 

a∈A 
≥ ˜⇒ p(s) ≥ ˜

Ïóñò� p(s) = p̃. Åñë� ca < p̃ < sa , ò� ïðîèçâîäèòåë� a íè÷åã� í� 
ïðîäàñò. Åì� âûãîäí� îòêëîíèòüñ� � âûáðàò� öåí� sa = p,̃ ïîëó÷è� ïî
ëîæèòåëüíó� ïðèáûë� (ïðîòèâîðå÷èå). Èòàê, ca < p̃ sa = p.̃⇒ 

Ïóñò� p(s) > p̃. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� äë� íåêîòîðîã� ïðîèçâîäèòåë� a 
âûïîëíåí� ca ≤ sa < p(s). Ï� îïðåäåëåíè� p(s) î� ïðîäàñ� âåñ� ñâî� òî
âà� � îáúåì� V a . Åñë� î� óâåëè÷è� öåí� ä� sa = sa +ε, ò� ïð� ìàëî� ε > 0 
� ñèë� ñâîéñòâ� íåïðåðûâíîñò� îñòàòî÷íû� ñïðî� D(p(s||sa), Ṽ (s||sa)) 
îñòàíåòñ� ïîëîæèòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäèòåë� a ïðîäàñ� òî
âà� � îáúåì� V a � óâåëè÷è� ïðèáûë� (ïðîòèâîðå÷èå). Èòàê, ca < p(s)� ⇒ 
sa = p(s). Äàëåå, V a ≥ D(p̃) > D(p(s)). Ïîýòîìó, åñë� ïðîèçâîäè

a:ca<p(s) 

òåëå� a, äë� êîòîðû� ca < p(s), ï� ìåíüøå� ìåð� äâîå, ò� îí� í� ñìîãó� 
ðåàëèçîâàò� ïîëíîñòü� ñâî� îáúåì� ï� öåí� p(s). Îäíîì� è� íè� âûãîä
í� îòêëîíèòüñ� � íàçíà÷èò� öåí� p(s)−ε. � ðåçóëüòàò� î� óâåëè÷è� ñâî� 
ïðèáûëü, ÷ò� ïðîòèâîðå÷è� îïðåäåëåíè� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 

Ñëåäñòâèå. Åñë� íàéäóòñ� äâ� ïðîèçâîäèòåë� a, äë� êîòîðû� ca < p,̃
� ñóùåñòâóå� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� s, ò� p(s) = p̃ (ñì. ðèñ. 19.4). 

Óïðàæíåíè� 19.4. � óñëîâèÿ� ïðåäûäóùåã� ñëåäñòâè� äîïîëíèòåëü
í� ïðåäïîëîæèì, ÷ò� S+(p̃) > D(p̃) (ñì. ðèñ. 19.5). Äîêàæèòå, ÷ò� äë� 
ïðîèçâîäèòåë� a, èìåþùåã� óäåëüíó� ñåáåñòîèìîñò� ca = p,̃ âûïîëíåí� 
íåðàâåíñòâ� V a ≤ S+(p̃) − D(p̃). 

-

6V D(p)

S(p)

-

6V D(p)

S(p) ≡
∑
a∈A

va

p̃ M p p̃(v) M p 

Ðèñ.19.5 Ðèñ.19.6 

Òåïåð� ñôîðìóëèðóå� äîñòàòî÷íû� óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ðàâíîâå
ñè� ï� Íýøó. 
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ÃËÀÂ� IV. ÂÂÅÄÅÍÈ� � ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓ� ÝÊÎÍÎÌÈÊ�


Óòâåðæäåíè� 19.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� 

V a − max V a ≥ D(p̃). (19.14) 
a:ca≤p̃

a:ca≤p̃

Òîãä� ëþáà� ñèòóàöè� s, óäîâëåòâîðÿþùà� óñëîâèþ: sa = p̃, åñë� 
ca ≤ p,̃ ÿâëÿåòñ� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ï� óñëîâè� p(s) = p.̃ Ïðîèçâîäèòåë� a, äë� êîòî
ðû� sa ≥ ca > p,̃ íè÷åã� í� ïðîäàäóò. Îòêëîíÿòüñ� è� î� ñâîè� ñòðàòåãè� 
sa í� èìåå� ñìûñëà, ïîñêîëüê� è� ïðèáûë� îñòàíåòñ� íóëåâîé. Ðàññìîò
ðè� òåïåð� ïðîèçâîäèòåëå� a, äë� êîòîðû� ca ≤ p.̃ Åñë� îäè� è� íè� 
óâåëè÷è� öåí� ä� sa = p̃ + ε, ò� íè÷åã� í� ïðîäàñò, òà� êà� ï� óñëîâè� 
(19.14) äðóãè� ïðåäñòàâèòåë� ýòî� ãðóïï� ïîëíîñòü� ïîêðîþ� ñïðî� ï� 
öåí� p̃ � îñòàòî÷íû� ñïðî� ï� öåí� p̃ + ε áóäå� íóëåâûì. Ïîýòîì� óâå
ëè÷èâàò� öåí� ïðîèçâîäèòåë� a íåâûãîäíî. Óìåíüøàò� å� (åñë� ca < p̃) 
òàêæ� í� èìåå� ñìûñëà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüê� 

V a ≤ S−(p̃) ≤ D(p̃), 
a:ca<p̃

ïðîèçâîäèòåë� a ñìîæå� ïðîäàò� âåñ� ñâî� îáúå� ï� öåí� p.̃ Èòàê, s −
ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Ââåäå� îáîçíà÷åíèå: c = max ca . 
a:ca<p̃

Óòâåðæäåíè� 19.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� S+(p̃) = S−(p̃) = D(p̃) � ñóùå
ñòâóþ� õîò� á� äâ� ïðîèçâîäèòåë� a1 � a2, äë� êîòîðû� max[ca1 , ca2 ] < p̃
(ñì. ðèñ. 19.4). 

1) Ïóñò� D(p)(p − c) ≤ D(p̃)(p − c) ïð� p ∈ [p̃, M ] � 

D(p, Ṽ ) ≤ D(p)(1 − Ṽp� /D(p′)). (19.15) 
p′<p 

Òîãä� ëþáà� ñèòóàöè� s, óäîâëåòâîðÿþùà� óñëîâèþ: sa = p,̃ åñë� 
ca ≤ p,̃ ÿâëÿåòñ� ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. 

2) Ïóñò� � íåêîòîðî� ïðàâî� ïîëóîêðåñòíîñò� òî÷ê� p̃ âûïîëíåí� 
íåðàâåíñòâ� D(p)(p − c) ≥ D(p̃)(p − c) � 

D(p, Ṽ ) ≥ D(p)(1 − Ṽp� /D(p′)), (19.16) 
p′<p 

210




∑

( ∑ ∑ )
∑ ∑

∑ ∑

� 19. Ìîäåë� îëèãîïîëè�


ïð� ýòî� õîò� á� îäí� è� íè� ñòðîãîå. Òîãä� � ìîäåë� öåíîâî� êîíêó
ðåíöè� í� ñóùåñòâóå� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 

Äîêàçàòåëüñòâî. È� ðàâåíñòâ� S+(p̃) = S−(p̃) âûòåêàåò, ÷ò� í� ñóùå
ñòâóå� ïðîèçâîäèòåëå� a, äë� êîòîðû� ca = p.̃ Äàëåå, ðàâåíñòâ� 
S(p̃) = V a = D(p̃) îçíà÷àþò, ÷ò� ñïðî� ï� öåí� p̃ áóäå� óäîâëåòâîðå� 

a:ca<p̃

ïîëíîñòüþ. Ïîýòîì� ïðîèçâîäèòåë� a, äë� êîòîðîã� sa ≥ ca > p,̃ íè÷åã� 
í� ïðîäàñò. Ñëåäîâàòåëüíî, p(s) = p.̃

1) È� óñëîâè� ñëåäóåò, ÷ò� D(p)(p − ca) ≤ D(p̃)(p − ca) ïð� p ∈ [p̃, M ] 
äë� âñå� ïðîèçâîäèòåëå� a, èìåþùè� óäåëüíó� ñåáåñòîèìîñò� ca < p.̃
Äåéñòâèòåëüíî, ïð� p > p̃ è� íåðàâåíñòâ� D(p)(p − c) ≤ D(p̃)(p − c) 
ïîëó÷àå� 

D(p)p − D(p̃)p ≤ c(D(p) − D(p̃)) ≤ c a(D(p) − D(p̃)). 

Îòñþä� D(p)(p − ca) ≤ D(p̃)(p − ca). 
Ðàññìîòðè� ïðîèçâîäèòåë� a, òàêîãî, ÷ò� ca < p.̃ Åì� íåâûãîäí� ñíè

æàò� öåí� sa = p̃, ïîñêîëüê� î� ïðîäàñ� âåñ� ñâî� îáúå� V a � ï� öåí� p.̃
Åì� íåâûãîäí� âûáèðàò� � áîëå� âûñîêó� öåí� sa > p,̃ òà� êà� 

u a(s||s a) = (s a − c a)D(s a , Ṽ (s||s a)) ≤ (s a − c a)D(s a)(1 − Ṽp̃(s||s a)/D(p̃)) = 

= (s a − c a)D(s a) 1 − V b/ V b = 
b∈A\{a} b∈A 

a= (s − c a)D(s a)V a/ V b ≤ (p − c a)D(p̃)V a/ V b = u a(s). 
b∈A b∈A 

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ñóùåñòâóå� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� s. Ðàññìîòðè� 
ïðîèçâîäèòåëÿ, èìåþùåã� óäåëüíó� ñåáåñòîèìîñò� ca = c < p.̃ Ïð� íà
çíà÷åíè� íîâî� öåí� sa = p̃+ ε åã� ïðèáûë� áóäå� ðàâí� 

a a a u a(s||s a) = (s − c)D(s , Ṽ (s||s a)) ≥ (s − c)D(s a)(1 − Ṽp̃(s||s a)/D(p̃)) = 

a= (s − c)D(s a)V a/ V b ≥ (p − c)D(p̃)V a/ V b = u a(s), 
b∈A b∈A 

ïð� ýòî� îäí� è� ïîñëåäíè� äâó� íåðàâåíñò� âûïîëíåí� êà� ñòðîãîå. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åí� ïðîòèâîðå÷è� � òåì, ÷ò� ñèòóàöè� s ÿâëÿåòñ� 
ðàâíîâåñèå� ï� Íýøó. 
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ÃËÀÂ� IV. ÂÂÅÄÅÍÈ� � ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓ� ÝÊÎÍÎÌÈÊ�


Öåí� p∗ � íàáî� îáúåìî� va, a ∈ A, îòâå÷àþùè� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� 
� ìîäåë� Êóðíî, íàçîâå� èñõîäî� ï� Êóðíî. È� äîêàçàòåëüñòâ� óòâåð
æäåíè� 19.5 âûòåêàåò, ÷ò� � åã� óñëîâèÿ� èñõî� ï� Êóðí� í� ÿâëÿåòñ� 
ðàâíîâåñèå� ï� Íýø� � ìîäåë� öåíîâî� êîíêóðåíöèè, åñë� ìîæí� îäíî
âðåìåíí� ìåíÿò� öåí� � îáúå� ïðåäëàãàåìîã� òîâàðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñ
ë� D(p) = K/p, ca ≡ c, V a ≡ V ≤ K(m−1)/(cm2), ò� ñîãëàñí� óòâåðæäå
íè� 19.2, � ìîäåë� Êóðí� ñóùåñòâóå� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� v = (V, ..., V ) 
� öåíî� p∗ = p.̃ Í� ï� âòîðî� ÷àñò� óòâåðæäåíè� 19.5 � ìîäåë� öåíîâî� 
êîíêóðåíöè� s = (p∗, ..., p∗) í� ÿâëÿåòñ� ñèòóàöèå� ðàâíîâåñèÿ. 

Ðàññìîòðè� òàêæ� ìîäåë� � ïîñëåäîâàòåëüíû� âûáîðî� öå� � îáú
åìîâ. Ïóñò� í� ïåðâî� ýòàï� ïðîèçâîäèòåë� îäíîâðåìåíí� íàçíà÷àþ� öå
í� sa ≥ ca, � í� âòîðî� îïðåäåëÿþ� îáúåì� âûïóñê� va ∈ [0, V a], çíà� öå
í� sa, a ∈ A. Ïîêàæåì, ÷ò� í� âòîðî� ýòàï� îïòèìàëüíû� âûáî� (ðåøå
íè� ï� äîìèíèðîâàíèþ) ñîîòâåòñòâóå� îáúåìà� ïðîäà� � ðàññìîòðåííî� 
ìîäåë� öåíîâî� êîíêóðåíöèè. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷ò� � ýòî� ìîäå
ë� ôóíêöè� âûèãðûø� ïðîèçâîäèòåë� a ua í� óáûâàå� ï� ïàðàìåòð� V a 

ïð� ôèêñèðîâàííû� îñòàëüíû� ïåðåìåííûõ. Ïîýòîì� ñòðàòåãè� èãðîê� 
a (sa, V a) ñëàá� äîìèíèðóå� ëþáó� åã� ñòðàòåãè� (sa, va), ãä� va < V a . 
Òàêè� îáðàçîì, äàííû� ñëó÷à� äâóõýòàïíî� èãð� ýêâèâàëåíòå� ìîäåë� 
öåíîâî� êîíêóðåíöèè. 

Ïðåäïîëîæè� òåïåðü, ÷ò� öåí� � îáúåì� âûáèðàþòñ� � îáðàòíî� 
ïîðÿäêå: í� ïåðâî� ýòàï� ïðîèçâîäèòåë� óñòàíàâëèâàþ� ôèêñèðîâàííû� 
îáúåì� va ∈ [0, V a], � í� âòîðî� − öåí� sa ≥ ca, çíà� îáúåì� va, a ∈ A. 
Ïðèáûëü, ïîëó÷àåìà� ïðîèçâîäèòåëå� a ðàâí� v̂asa −cava , ãä� v̂a − îáúå� 
ðåàëèçîâàííî� ïðîäóêöèè, îïðåäåëÿåìû� (îñòàòî÷íûì) ñïðîñî� ï� öåí� 
sa . Çàìåòèì, ÷ò� í� âòîðî� ýòàï� îïòèìèçàöè� ýòî� ïðèáûë� í� çàâèñè� 
î� èçäåðæå� cava ( îáúåì� va áûë� âûáðàí� í� ïåðâî� ýòàï� � í� ìåíÿ
þòñÿ). Ïîýòîì� í� âòîðî� ýòàï� èãðîê� ôàêòè÷åñê� äåéñòâóþ� � ðàìêà� 
ìîäåë� öåíîâî� êîíêóðåíöè� � íóëåâûì� óäåëüíûì� ñåáåñòîèìîñòÿìè. 

Òîãä� ñïðàâåäëèâ� ñëåäóþùå� óòâåðæäåíèå. 

Óòâåðæäåíè� 19.6. ∑1) Ïóñò� ïð� äîñòàòî÷í� ìàëû� p âûïîëíåí� 
íåðàâåíñòâ� D(p) > V a. Åñë� e(D(p)) ≥ 1 ïð� p ∈ [p̃, M ] � äë� 

a∈A 
ôóíêöè� îñòàòî÷íîã� ñïðîñ� âûïîëíåí� óñëîâè� (19.15), ò� ñîâåðøåííû� 
ïîäûãðîâû� ðàâíîâåñè� � ðàññìàòðèâàåìî� äâóõýòàïíî� èãð� îäíîçíà÷í� 
ñîîòâåòñòâóþ� ðàâíîâåñèÿ� � ìîäåë� Êóðíî. 

2) Ïóñò� äë� ôóíêöè� ñïðîñ� � îñòàòî÷íîã� ñïðîñ� ïð� p ∈ [p̃, M ] 
âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� D(p)p ≥ D(p̃)p � (19.16), ïðè÷å� õîò� á� îäí� è� 
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� 20. Íàëîãîâî� ðåãóëèðîâàíè�


íè� ñòðîãîå. Òîãä� ñîâåðøåííîã� ïîäûãðîâîã� ðàâíîâåñè� � äâóõýòàïíî� 
èãð� í� ñóùåñòâóåò. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñò� âûáðàí� va , a ∈ A. Ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� 
îïðåäåëÿåòñ� ýòèì� îáúåìàìè. Ïîýòîì� öåí� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� 
p̃(v) çàâèñè� î� âåêòîð� v. Êà� îòìå÷àëîñ� âûøå, í� âòîðî� ýòàï� óäåëü
íû� ñåáåñòîèìîñò� ìîæí� ñ÷èòàò� íóëåâûìè. Ïîýòîì� ðàâíîâåñíà� öåí� 
p̃(v) îäíîçíà÷í� îïðåäåëÿåòñ� è� óñëîâè� D(p) = va (ñì. ðèñ. 19.6). 

a∈A 
1) Óñëîâè� e(D(p)) ≥ 1 ãàðàíòèðóå� âûïîëíåíè� íåðàâåíñòâ� 

D(p)p ≤ D(p̃)p ïð� p ∈ [p̃, M ]. Ïîýòîì� âñ� óñëîâè� ïåðâî� ÷àñò� 
óòâåðæäåíè� 19.5 âûïîëíåíû. È� íåã� âûòåêàåò, ÷ò� � ðàññìàòðèâàåìî� 
ïîäûãð� ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, ñîîòâåòñòâóþùå� 
ñèòóàöè� s, äë� êîòîðî� sa = p̃(va , a ∈ A) ∀ a ∈ A. Òàêè� îáðàçîì, 
ïåðâû� ýòà� ýêâèâàëåíòå� ìîäåë� Êóðíî. 

2) Ñîãëàñí� âòîðî� ÷àñò� óòâåðæäåíè� 19.5, ðàâíîâåñè� ï� Íýø� í� 
âòîðî� ýòàï� í� ñóùåñòâóå� í� ïð� êàêî� âûáîð� va ∈ [0, V a]. 

Òàêè� îáðàçîì, äâóõýòàïíà� ìîäåë� ñâîäèòñ� � ìîäåë� Êóðíî. Äë� 
êàêè� òîâàðî� âûïîëíåí� óñëîâè� ïîñëåäíåã� óòâåðæäåíèÿ? Äë� òåõ, 
ñïðî� í� êîòîðû� ýëàñòè÷å� � ïðîèçâîäñòâ� êîòîðû� íåëüç� îñóùåñòâëÿò� 
ï� ìåð� ïîñòóïëåíè� çàêàçîâ, � òàêæ� íåëüç� áå� çíà÷èòåëüíû� èçäåð
æå� äîëã� äåðæàò� è� í� ñêëàäå. � êà÷åñòâ� ïðèìåð� îòìåòè� èìïîðòíû� 
ôðóêòû. Äë� áîëüøèíñòâ� æ� òîâàðî� óêàçàííû� óñëîâè� í� âûïîëíåíû. 

��20. Íàëîãîâî� ðåãóëèðîâàíè� 

Ñîçäàíè� ýôôåêòèâí� ôóíêöèîíèðóþùå� ñèñòåì� íàëîãîîáëîæåíè� 
ÿâëÿåòñ� îäíî� è� íàèáîëå� àêòóàëüíû� çàäà� äë� ñòðàí, � êîòîðû� 
ðàçâèâàåòñ� ðûíî÷íà� ýêîíîìèêà. Áþäæåòíû� ñåêòî� ýêîíîìèêè, ñóùå
ñòâóþùè� � îñíîâíî� ç� ñ÷å� íàëîãîâû� ñáîðîâ, âûïîëíÿå� ðÿ� âàæíû� 
ôóíêöèé. Ïðåæä� âñåãî, î� îáåñïå÷èâàå� ïðîèçâîäñòâ� òîâàðî� � óñëóã, 
êîòîðû� í� ìîæå� ýôôåêòèâí� ïðîèçâîäèò� ðûíîê. Íåêîòîðû� è� ýòè� 
óñëó� íåîáõîäèì� äë� ôóíêöèîíèðîâàíè� ðûíî÷íî� ýêîíîìèêè. � ÷àñò
íîñòè, � íè� îòíîñÿòñ� çàùèò� ïðà� ñîáñòâåííîñò� � îáåñïå÷åíè� âû
ïîëíåíè� çàêëþ÷åííû� ñäåëîê. Åñë� ýò� óñëîâè� í� îáåñïå÷åíû, ò� ýô
ôåêòèâíîñò� ýêîíîìè÷åñêîã� ðûíê� ðåçê� ñíèæàåòñÿ: áîëüøè� ðåñóðñ� 
ðàñõîäóþòñ� í� çàõâà� ÷óæî� ñîáñòâåííîñò� è/èë� çàùèò� î� ãðàáåæ� � 
îáìàíà. 

Áþäæåòíû� ñåêòî� ïðîèçâîäè� òàêæ� äðóãè� òîâàð� � óñëóãè, îòíî
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ñÿùèåñ� � òà� íàçûâàåìû� îáùåñòâåííû� áëàãàì. È� ñïåöèôèê� ñîñòî
è� � òîì, ÷ò� íåâîçìîæí� èë� î÷åí� äîðîã� ðàñïðåäåëÿò� è� � ïîìîùü� 
ðûíî÷íîã� ìåõàíèçìà, ò.å. ïðîäàâà� èíäèâèäóàëüíû� ïîòðåáèòåëÿì. Èç
âåñòíûì� ïðèìåðàì� îáùåñòâåííû� áëà� ÿâëÿþòñ� ìàÿêè, ðàäèî- � òåëå
òðàíñëÿòîðû, äîðîæíà� èíôðàñòðóêòóðà. � äðóãîì� òèï� îáùåñòâåííû� 
áëà� îòíîñÿòñ� óñëóãè, êîòîðû� öåëåñîîáðàçí� ïðåäîñòàâèò� îïðåäåëåí
íî� ÷àñò� íàñåëåíè� íåçàâèñèì� î� ïîêóïàòåëüíî� ñïîñîáíîñò� îòäåëü
íû� ïîòðåáèòåëåé. Â� ìíîãè� ñòðàíà� � ýò� êàòåãîðè� âõîäÿ� îïðåäåëåí
íû� óðîâåí� îáðàçîâàíèÿ, çäðàâîîõðàíåíè� � èíôîðìàöèîííîã� îáåñïå
÷åíè� íàñåëåíèÿ. Öåëåñîîáðàçíû� óðîâåí� îáåñïå÷åíè� òàêèì� óñëóãàì� 
îïðåäåëÿåòñ� ãîñóäàðñòâåííûì� îðãàíàìè, èñõîä� êà� è� ýêîíîìè÷åñêèõ, 
òà� � âíåýêîíîìè÷åñêè� ñîîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, îïðåäåëåííû� óðîâåí� 
êóëüòóð� � çíàíè� íàñåëåíè� ìîæå� ðàññìàòðèâàòüñ� êà� ñàìîñòîÿòåëü
íà� öåííîñò� âí� çàâèñèìîñò� î� ïîòðåáíîñòå� ýêîíîìè÷åñêîã� ðûíêà. 

Îñíîâíî� èñòî÷íè� äîõîäî� ãîñóäàðñòâ� − íàëîãè. � êà÷åñòâ� ïðèìå
ð� ðàññìîòðè� ñòðóêòóð� áþäæåò� ÑØ� ç� 1987ã. Íàöèîíàëüíû� äîõî� 
ÑØ� ñîñòàâè� 4 òðëí. 527 ìëðä. äîëëàðîâ. Äîõîä� ôåäåðàëüíîã� áþä
æåòà: 854 ìëðä. äîëëàðîâ. Èñòî÷íèê� äîõîäà: 46% − ïîäîõîäíû� íàëî� � 
ôèçè÷åñêè� ëèö, 35% − íà÷èñëåíè� � çàðïëàòû, 10% − íàëî� í� ïðèáûë� 
� êîðïîðàöèé, 4% − àêöèçû, 5% − òàìîæåííû� ñáîðû. Ðàñõîäû: 1 òðëí. 
4 ìëðä. äîëëàðîâ. Ñòàòü� ðàñõîäîâ: 40% − ñîöèàëüíà� ïîìîùü, 28% −
íàöèîíàëüíà� îáîðîíà, 14% − ïîãàøåíè� ãîñóäàðñòâåííîã� äîëãà, 7% −
ãîñóäàðñòâåííî� îáðàçîâàíè� � ìåäèöèíñêè� ó÷ðåæäåíèÿ, 7% − ðàçâèòè� 
òðàíñïîðòíî� ñåòè, 4% − ñóáñèäè� ôåðìåðàì. 

Ðàññìîòðè� îñíîâíû� âèä� íàëîãî� � è� âëèÿíè� í� ïîâåäåíè� ïðî
èçâîäèòåëå� í� êîíêóðåíòíî� ðûíêå. 

Íàëî� � ïðîäà� 

Íàëî� � ïðîäà� âçèìàåòñ� � òîâàðîâ, êîòîðû� ïðîäàþòñ� êîíå÷íîì� 
ïîòðåáèòåëþ. Íàëî� � ïðîäà� õàðàêòåðèçóåòñ� ñòàâêî� ts ∈ [0, 1], ïîêà
çûâàþùåé, êàêà� ÷àñò� ñòîèìîñò� òîâàð� äîëæí� ïîñòóïàò� � ãîñóäàð
ñòâåííû� áþäæåò. Ïîñìîòðè� êà� íàëî� � ïðîäà� âëèÿå� í� ôóíêöè� 
ïðèáûë� � ïðåäëîæåíèÿ. 

Áå� íàëîã� � ïðîäà� 

Pra(p, V ) = pV − C(V ) − ôóíêöè� ïðèáûëè, 

Sa(p) = Arg maxPra(p, V ) − ôóíêöè� ïðåäëîæåíèÿ. 
V ≥0 
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� íàëîãî� � ïðîäà� ôóíêöè� ïðèáûë� � ïðåäëîæåíè� ðàâí� 

Pra(p, V, ts) = (1 − ts)pV − C(V ), 

Sa(p, ts) = Arg maxPra(p, V, ts) = Sa(p(1 − ts)). 
V ≥0 

Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� ãðàôè� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� ðàñòÿãèâàåòñ� � 
ï� îñ� � � 1/(1 − ts) ðà� (ñì. ðèñ. 20.1). 

-

6V D(p) S(p)

p

Ðèñ. 20.1 

Ïîñêîëüê� ôóíêöè� Sa(p) ìîíîòîíí� í� óáûâàå� ï� p, ò� Sa(p, ts) ≤
Sa(p). Ò� æ� ñàìî� ñïðàâåäëèâ� äë� ñîâîêóïíî� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� 
îòðàñë� S(p) = Sa(p) , ò.å. S(p, ts) ≤ S(p). Åñë� ñîáðàííû� íàëîã� í� 

a∈A 
âëèÿþ� í� ôóíêöè� ñïðîñà, ò.å. ýò� äåíüã� èäó� í� äðóãè� íóæäû, ò� 
ðàâíîâåñíà� öåí� í� óáûâàå� ï� ts. 

Àêöèçíû� íàëî� 

Àêöèçíû� íàëî� áåðåòñ� í� � îáúåì� âûðó÷êè, � � êàæäî� åäèíèö� 
òîâàð� (ñèãàðåòû, ñïèðòíî� � ò.ï.). Ñòàâê� àêöèçíîã� íàëîã� te ïîêàçû
âàåò, ñêîëüê� íàä� çàïëàòèò� � áþäæå� � êàæäî� åäèíèö� ïðîäàííî� 
ïðîäóêöèè. Ðàññìîòðè� âëèÿíè� ýòîã� íàëîã� í� ôóíêöè� ïðèáûë� � 
ïðåäëîæåíè� 

Pra(p, V, te) = (p − te)V − C(V ), 

Sa(p, te) = Arg maxPra(p, V, te) = Sa(p − te). 
V ≥0 

Òàêè� îáðàçîì, ãðàôè� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� ñìåùàåòñ� âïðàâ� í� te 
åäèíèö. 

Íàëî� í� ïðèáûë� 

Ñòàâê� íàëîã� í� ïðèáûë� tpr ∈ [0, 1] ïîêàçûâàåò, êàêà� ÷àñò� ïðèáû
ë� äîëæí� ïîñòóïèò� � áþäæåò. Ôóíêöè� ïðèáûë� ìåíÿåòñ� ñëåäóþùè� 
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îáðàçîì: 

Pra(p, V, tpr) = (1 − tpr)(pV − C(V )) = (1 − tpr)Pr
a(p, V ), 

� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� îñòàíåòñ� íåèçìåííîé: 

Sa(p, tpr) = Arg max(1 − tpr)Pr
a(p, V ) = Sa(p). 

V ≥0 

Ýò� îòíîñèòñ� � êðàòêîñðî÷íîì� àíàëèçó, � ò� æ� âðåì� � äîëãî
ñðî÷íî� ïëàí� íàëî� í� ïðèáûë� ìîæå� îêàçàò� ñóùåñòâåííî� âëèÿíè� 
í� ðàâíîâåñè� � îòðàñëè. Ýòî� íàëî� äåëàå� ìåíå� âûãîäíûì� èíâåñòè
öè� � ñòðîèòåëüñòâ� íîâû� ìîùíîñòå� � ïîääåðæàíè� ñòàðû� ìîùíîñòåé. 
� òå÷åíèå� âðåìåí� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� ìîæå� íà÷àò� óìåíüøàòüñÿ, 
òà� êà� ñòàðî� îáîðóäîâàíè� áóäå� âûõîäèò� è� ñòðîÿ, � íîâî� ïîêóïàò� 
áóäå� íåâûãîäíî. Ââåäåíè� âûñîêîã� íàëîã� í� ïðèáûë� âåäå� � òîìó, 
÷ò� è� îòðàñëåé, ãä� ëåãê� âçèìàò� íàëî� í� ïðèáûëü, êàïèòà� ïåðåòå
êàå� � îòðàñëè, ãä� ëåã÷� ñêðûâàò� ïðèáûë� î� íàëîãîâ. Èòàê, ââåäåíè� 
âûñîêîã� íàëîã� í� ïðèáûë� ñïîñîáñòâóå� ðàçâèòè� òåíåâî� ýêîíîìèêè. 

Òàêè� îáðàçîì, � äîëãîñðî÷íî� ïëàí� íàëî� í� ïðèáûë� îêàçûâàå� 
âëèÿíè� í� ôóíêöè� ïðåäëîæåíèÿ, � äàæ� � êðàòêîñðî÷íî� ïëàí� î� 
âåäå� � ïåðåòåêàíè� êàïèòàë� � òåíåâî� ñåêòîð. 

Íàëî� í� äîáàâëåííó� ñòîèìîñò� (ÍÄÑ) 

Êîãä� ðàññ÷èòûâàåòñ� íàëî� í� ïðèáûëü, ò� è� âûðó÷ê� î� ïðîäà
æ� âû÷èòàþòñ� âñ� èçäåðæêè. ÍÄ� îòëè÷àåòñ� òåì, ÷ò� ïð� ðàñ÷åò� 
áàç� íàëîãîîáëîæåíè� âû÷èòàþòñ� í� âñ� èçäåðæêè. Ðàññìîòðè� ïî
äðîáíå� ñòðóêòóð� èçäåðæå� ïðåäïðèÿòèÿ. È� ìîæí� ïðåäñòàâèò� � âèä� 
C(V ) = C1(V ) + C2(V ), ãä� C1(V ) − ýò� ðàñõîä� í� ïðèîáðåòåíè� ñûðü� 
� ïðî÷è� íåîáõîäèìû� äë� ïðîèçâîäñòâ� òîâàðîâ, âûïóùåííû� äðóãèì� 
ïðîèçâîäèòåëÿìè, � C2(V ) − ýò� âíóòðåííè� çàòðàò� í� äàííî� ïðåä
ïðèÿòèè, ïðåæä� âñåã� − çàðàáîòíà� ïëàò� (� òàêæ� íåêîòîðû� äðóãè� 
âèä� èçäåðæåê, � ÷àñòíîñòè, ðàñõîä� í� ðåêëàìó). 

Êîãä� ðàññ÷èòûâàåòñ� áàç� ÍÄÑ, è� âûðó÷ê� pV âû÷èòàþòñ� èçäåðæ
ê� ïåðâîã� òèï� C1(V ). Ýò� ãàðàíòèðóåò, ÷ò� êàæäû� ïðîèçâåäåííû� � 
ýêîíîìèê� òîâà� îáëàãàåòñ� ÍÄ� òîëüê� îäè� ðàç. Âåëè÷èí� ÍÄ� ðàâí� 
tV AT (pV − C1(V )), ãä� tV AT ∈ [0, 1] − ñòàâê� ÍÄÑ. Ïð� ýòî� ïðèáûë� 
ïðåäïðèÿòè� ñîñòàâëÿå� 

Pra(p, V, tV AT ) = pV − C(V ) − tV AT (pV − C1(V )) = 
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= (1 − tV AT )(pV − C1(V )) − C2(V ). 

ÍÄ� çàíèìàå� ïðîìåæóòî÷íî� ïîëîæåíè� ìåæä� íàëîãî� � ïðîäà� � 
íàëîãî� í� ïðèáûëü. Î� îêàçûâàå� îïðåäåëåííî� âëèÿíè� í� ôóíêöè� 
ïðåäëîæåíèÿ, ñíèæà� åå, í� êàêî� èìåíí� − çàâèñè� î� ñîîòíîøåíè� 
C1(V ) � C2(V ). 

Ïîäîõîäíû� íàëî� 

Ýòî� íàëî� � îòëè÷è� î� âñå� ïðåäûäóùè� îòíîñèòñ� í� � ïðîèç
âîäèòåëÿì, � � ïîòðåáèòåëÿì. Ïðåäåëüíà� ñòàâê� ïîäîõîäíîã� íàëîã� 
ti(I) ∈ [0, 1] ïîêàçûâàåò, êàêà� ÷àñò� äîõîä� I äîëæí� áûò� óïëà÷åí� 
� âèä� íàëîãà. Òèïè÷íû� âè� íàëîã� ñîîòâåòñòâóå� êóñî÷íî-ïîñòîÿííî� 
íåóáûâàþùå� ïðåäåëüíî� ñòàâê� íàëîã� (ñì. ðèñ. 20.2). 

6ti(I) 

��� 
� 

� 
� 

� 

6ti(I) 

-�������� 

13% 
I1 I2 I3 I I1 I 

Ðèñ. 20.2 Ðèñ. 20.3 

Çäåñ� I1 − íàëîãîíåîáëàãàåìû� ìèíèìóì. Ñåé÷à� � Ðîññè� äåéñòâóå� 
áîëå� ïðîñòà� ñõåì� íàëîãîîáëîæåíèÿ: âåñ� äîõî� ñâûø� I1 îáëàãàåòñ� 
ï� ñòàâê� 13% (ñì. ðèñ. 20.3). 

� áþäæåò� Ðîññèè, � îòëè÷è� î� ÑØÀ, ïîäîõîäíû� íàëî� äàå� íåáîëü
øó� äîë� (10%), � íàèáîëå� âàæíûì� ÿâëÿþòñ� ÍÄÑ, àêöèç� � íàëî� 
í� ïðèáûëü. 

Ðàñ÷å� ñòàâê� íàëîã� 
� íàñòîÿùå� âðåì� ðàçâèòè� ðûíî÷íû� îòíîøåíè� � Ðîññè� ïðîèñõî

äè� � óñëîâèÿ� ðåçêîã� ñîêðàùåíè� ðåàëüíî� çàðàáîòíî� ïëàò� � âàæ
íåéøè� áþäæåòíû� îòðàñëÿõ. � ðåçóëüòàò� çíà÷èòåëüíà� ÷àñò� íàèáîëå� 
ýíåðãè÷íû� � ñïîñîáíû� ðàáîòíèêî� óõîäÿ� è� ãîñóäàðñòâåííû� ñèñòå� 
îáðàçîâàíèÿ, çäðàâîîõðàíåíèÿ, íàóê� � êóëüòóðû. Ýòî� ïðîöåñ� ïðåä
ñòàâëÿå� ñåðüåçíó� óãðîç� äë� áóäóùåã� Ðîññèè. Òàêè� îáðàçîì, ïî
âûøåíè� ðåàëüíî� çàðàáîòíî� ïëàò� ðàáîòíèêî� áþäæåòíî� ñôåð� ÿâ
ëÿåòñ� âåñüì� àêòóàëüíî� çàäà÷åé. Èñòî÷íèêî� äë� ïîêðûòè� ðàñõîäî� 
áþäæåò� ìîãó� ñëóæèò� íàëîãîâû� ïîñòóïëåíèÿ. Ðàññìîòðè� ñîîòâåò
ñòâóþùó� çàäà÷� ðàñ÷åò� ñòàâê� íàëîã� � ïðîäà� äë� ìîäåë� îäíîïðî
äóêòîâî� ýêîíîìèêè. Ïóñò� S(p) − ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� òîâàðà, D1(p) 
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− ôóíêöè� ñïðîñ� ÷àñò� íàñåëåíèÿ, îòíîñÿùåéñ� � ðûíî÷íîì� ñåêòî
ðó, Q2(p) − äîõîä� íàñåëåíèÿ, îòíîñÿùåãîñ� � áþäæåòíîì� ñåêòîðó, è� 
âíåáþäæåòíû� èñòî÷íèêîâ, D2 − æåëàòåëüíû� îáúå� ïîòðåáëåíè� äë� 
ýòî� ÷àñò� íàñåëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ôóíêöè� S(p) � D1(p) − îä
íîçíà÷íûå. Òîãä� � îòñóòñòâè� íàëîã� ðàâíîâåñíà� öåí� îïðåäåëÿåòñ� è� 
óñëîâè� S(p̃) = D1(p̃) + Q2(p̃)/p̃. 

Íåîáõîäèìîñò� ââåäåíè� íàëîã� âîçíèêàå� � ñëó÷àå, åñë� Q2(p̃) < p̃D2. 
Ïóñò� p̃(ts) − ðàâíîâåñíà� öåí� ïð� ñòàâê� íàëîã� � ïðîäà� ts. Äë� ðàñ
÷åò� íåîáõîäèìî� ñòàâê� ïîëó÷àå� ñëåäóþùó� ñèñòåì� óðàâíåíèé: 

S(p̃(ts)(1 − ts)) = D1(p̃(ts)) + D2, 

p̃(ts)D2 = Q2(p̃(ts)) + tsS(p̃(ts)(1 − ts))p̃(ts). 

Ýò� ñèñòåì� ïîçâîëÿå� îïðåäåëèò� íóæíî� çíà÷åíè� ñòàâê� ts � ñî
îòâåòñòâóþùó� öåí� p̃(ts) � îáùè� ïðåäïîëîæåíèÿ� îòíîñèòåëüí� ïà
ðàìåòðî� ìîäåëè. � ÷àñòíîñòè, åñë� ñïðî� ðûíî÷íîã� ñåêòîð� ÿâëÿåòñ� 
íåýëàñòè÷íû� (D1(p) ≡ D1), � âíåáþäæåòíû� äîõî� áþäæåòíèêî� ïðî
ïîðöèîíàëå� öåí� (Q2(p) = Kp), ò� 

ts = (D2 − K)/(D1 + D2), p̃(ts) = S−1(D1 + D2)/(1 − ts). 

Óïðàæíåíè� 20.1. Ïîñòðîèò� � èññëåäîâàò� àíàëîãè÷íû� ìîäåë� äë� 
ðàñ÷åò� ñòàâî� àêöèçíîã� íàëîã� � íàëîã� í� ïðèáûëü. 

Îäíàê� í� ïðàêòèê� íàëîãîâû� ïîñòóïëåíè� ÷àñò� îêàçûâàåòñ� íåäî
ñòàòî÷íî. � ýòî� ñëó÷à� òðàäèöèîííû� ìåòîä� ðåãóëèðîâàíè� ðûíî÷íî� 
ýêîíîìèêè, ðàçðàáîòàííû� Êåéíñî� � åã� ïîñëåäîâàòåëÿì� (ñì.[2]), ïðå
äóñìàòðèâàþ� åäèíñòâåííû� ñïîñî� ðåøåíèÿ: óâåëè÷åíè� íîìèíàëüíî� 
çàðïëàòû. Ñâÿçàííû� � ýòè� ðîñ� áþäæåòíû� ðàñõîäî� âåäå� � óñèëåíè� 
èíôëÿöèè, ñïåêóëÿòèâíîì� õàðàêòåð� ýêîíîìè÷åñêî� àêòèâíîñòè. 

Àëüòåðíàòèâî� ÿâëÿåòñ� ðîñ� ïðåäëîæåíè� äåøåâû� ïîòðåáèòåëüñêè� 
òîâàðî� � ñíèæåíè� ðûíî÷íû� öåí. Îäí� è� âîçìîæíîñòå� ðåãóëèðîâà
íè� ïðåäëîæåíè� − ýò� òîâàðíû� èíòåðâåíöèè. Ãîñóäàðñòâåííû� � ðåãèî
íàëüíû� îðãàí� óïðàâëåíè� îñóùåñòâëÿþ� è� ïóòå� çàêóïê� òîâàðî� í� 
âíåøíå� ðûíê� (ëèá� ï� ñïåöèàëüíû� äîãîâîðà� � ìåñòíûì� ïðåäïðèÿ
òèÿìè) � ïåðåïðîäàæ� ïîòðåáèòåëÿ� ï� ñíèæåííû� öåíàì. Äðóãî� ïóò� 
− âûäåëåíè� ïðåäïðèÿòèÿ� ñóáñèäè� èë� ëüãîòíû� êðåäèòî� äë� âíå
äðåíè� òåõíîëîãè� � íèçêèì� ñåáåñòîèìîñòÿìè. Ñëåäóþùà� ìîäåë� ïî
ñâÿùåí� ïîèñê� îïòèìàëüíî� ñòðàòåãèè, ïîçâîëÿþùå� îáåñïå÷èò� íåêî
òîðû� ôèêñèðîâàííû� óðîâåí� ïîòðåáëåíè� äë� ëþäåé, îñíîâíî� äîõî� 
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êîòîðû� ïðåäñòàâëÿþ� âûïëàò� è� áþäæåò� (çàðïëàòû, ñòèïåíäèè, ïåí
ñè� � ò.ï.). Îïòèìàëüíî� îïðåäåëåíè� ýòîã� óðîâí� ïðåäñòàâëÿå� ñàìî
ñòîÿòåëüíó� ïðîáëåìó, êîòîðà� çäåñ� í� îáñóæäàåòñÿ. Ì� ðàññìàòðè
âàå� ñòðàòåãèè, ñî÷åòàþùè� îá� óêàçàííû� ïîäõîäà: ïîâûøåíè� íîìè
íàëüíû� äîõîäî� � äîòèðîâàíè� ïðîèçâîäñòâ� áîëå� äåøåâû� òîâàðî� 
− � îïðåäåëÿå� îïòèìàëüíî� è� ñî÷åòàíèå. Ïð� ýòî� ðåøàåòñ� çàäà
÷� ìèíèìèçàöè� îáùè� ðàñõîäî� áþäæåòà. Òàêà� ïîñòàíîâê� íàèáîëå� 
îïðàâäàí� í� ðåãèîíàëüíî� óðîâíå, í� êîòîðû� ïàäàå� áîëüøà� ÷àñò� 
ðàñõîäî� ï� ôèíàíñèðîâàíè� áþäæåòíû� îòðàñëåé. Èìåíí� äë� ýòîã� 
óðîâí� ôîðìóëèðóåòñ� � èçó÷àåòñ� îïèñàííà� çàäà÷à. 

Ðàññìîòðè� ñëåäóþùè� ðûíî� � îäíè� òîâàðîì. Ïóñò� A − êîíå÷íî� 
ìíîæåñòâ� ôèðì, ïîñòàâëÿþùè� òîâàð. Êàæäà� ôèðì� a ðàñïîëàãàå� 
íàáîðî� ïðîèçâîäñòâåííû� ìîùíîñòå� Ia. Ìîùíîñò� i ∈ Ia õàðàêòåðè
çóåòñ� ìàêñèìàëüíû� îáúåìî� Vi � ïîñòîÿííî� óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòü� 
ci åäèíèö� ïðîäóêöèè. Êàæäà� ôèðì� ñòðåìèòñ� � ìàêñèìàëüíî� ïðè
áûëè. Âñ� äîñòóïíû� ìîùíîñò� ìîãó� èñïîëüçîâàòüñ� îäíîâðåìåííî. 

Ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� Si(p) óêàçûâàå� êîëè÷åñòâ� òîâàðà, âûïóñêàå⎧ ⎨ ìîã� í� ìîùíîñò� òèï� i � çàâèñèìîñò� î� öåí� p, � èìåå� âè� 
0, p < ci, 

Si(p) = ⎩
[0, Vi], p = ci, 

Vi, p > ci. 
Îáùè� îáúå� ïîñòàâî� òîâàð� í� ðûíî� çàäàåòñ� ôóíêöèå� 

S(p) = Si(p). 
a∈A i∈Ia 

Íàñåëåíè� ðåãèîí� äåëèòñ� í� äâ� ãðóïï� − íåçàâèñèìó� � çàâèñè
ìó� − ñëåäóþùè� îáðàçîì. Èíäèâèäóóì� ïåðâî� ãðóïï� îòíîñÿòñ� � 
÷àñòíî� ñôåð� ýêîíîìèê� � ñàìîñòîÿòåëüí� îáåñïå÷èâàþ� ñåá� òîâàðîì. 
Äë� çàâèñèìû� æèòåëå� ðåãèîí� îñíîâíû� èñòî÷íèêî� äîõîä� ÿâëÿåòñ� 
áþäæåò, � çàäà÷� àäìèíèñòðàöè� − îáåñïå÷èò� îïðåäåëåííû� óðîâåí� 
ïîòðåáëåíè� ýòè� æèòåëåé. Äë� óïðîùåíè� ìîäåë� çàâèñèìà� ãðóïï� 
ïðåäïîëàãàåòñ� îäíîðîäíîé. 

Ïóñò� ôóíêöè� D1(p) îïðåäåëÿå� ñïðî� í� òîâà� ñ� ñòîðîí� ïåðâî� 
(íåçàâèñèìîé) ãðóïïû. Äîõî� çàâèñèìî� ãðóïï� è� ïðî÷è� èñòî÷íèêîâ, 
êðîì� ðåãèîíàëüíîã� áþäæåòà, çàäàåòñ� ôóíêöèå� pD2(p). Âåñ� ýòî� äî
õî� âìåñò� � âûïëàòàì� è� áþäæåòà, èë� ñóáñèäèÿìè, ðàñõîäóåòñ� í� 
ïðèîáðåòåíè� òîâàðà. Òàêè� îáðàçîì, ñïðî� í� òîâà� ñ� ñòîðîí� çàâèñè
ìî� ãðóïï� ñîñòàâëÿå� D2(K, p) = D2(p)+K/p, ãä� K − îáúå� ñóáñèäèé. 
Öåí� p̃(K) í� ðûíê� îïðåäåëÿåòñ� è� óñëîâè� áàëàíñ� ñïðîñ� � ïðåäëî
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æåíèÿ: 
D1(p) + D2(K, p) ∈ S(p). (20.1) 

Ôóíêöè� ñïðîñ� D1(p) � D2(p) ïðåäïîëàãàþòñ� äèôôåðåíöèðóåìûì� � 
íåâîçðàñòàþùèìè. 

Ïóñò� D2 − æåëàòåëüíû� óðîâåí� ïîòðåáëåíè� çàâèñèìî� ãðóïïû. � 
îòñóòñòâè� ñóáñèäèé, ò. å. ïð� K = 0, ðàâíîâåñíà� öåí� p̃(0) óäîâëåòâî
ðÿþ� óñëîâè� D2(p̃(0)) < D2 (� ïðîòèâíî� ñëó÷à� óêàçàííû� óðîâåí� 
ïîòðåáëåíè� äîñòèãàåòñ� áå� âìåøàòåëüñòâ� àäìèíèñòðàöèè). 

Îáîçíà÷è� ÷åðå� Ql(p) = pDl(p) ñïðî� � äåíåæíî� âûðàæåíè� ï� 
öåí� p äë� l-î� ãðóïï� íàñåëåíèÿ, l = 1, 2, � ÷åðå� KD(p) îáúå� ñóáñèäèé, 
íåîáõîäèìû� äë� òîãî, ÷òîá� çàâèñèìà� ãðóïï� ìîãë� ïðèîáðåñò� òîâà� 
� êîëè÷åñòâ� D2 ï� öåí� p. Òîãä� 

KD(p) = (D2 − D2(p))p = D2p − Q2(p). (20.2) 

Ïóñò� ps − öåí� , äë� êîòîðî� D1(ps) + D2 ∈ S(ps) (ðèñ. 20.4). 

V 

-

6

pD

D1(p) +D2

D1(p) +D2(p)

D1(p)

S(p)

p ps q(p) = cj(p) p 

Ðèñ. 20.4 

Äë� òîãî, ÷òîá� îáåñïå÷èò� ç� ñ÷å� ñóáñèäè� æåëàòåëüíû� óðîâåí� 
ïîòðåáëåíè� çàâèñèìî� ãðóïïû, ñëåäóå� âûäåëèò� è� � îáúåì� 

KD(ps) = (D2 − D2(ps))ps. 

Äðóãî� ïóò� ïîâûøåíè� óðîâí� ïîòðåáëåíè� çàâèñèìî� ãðóïï� ñâÿçà� 
� èçìåíåíèå� ïðåäëîæåíè� òîâàð� í� ðûíêå. 

Ðàññìîòðè� íåêîòîðó� öåí� p < ps. Åñë� àäìèíèñòðàöè� îáåñïå
÷è� äîïîëíèòåëüíî� ïðåäëîæåíè� òîâàð� � îáúåì� D1(p) + D2 − S(p) ï� 
ýòî� öåí� � îäíîâðåìåíí� âûäåëè� ñóáñèäè� çàâèñèìî� ãðóïï� � ðàç
ìåð� KD(p), ò� p îêàæåòñ� íîâî� ðàâíîâåñíî� öåíîé. Îáùå� çíà÷åíè� 
ñïðîñ� � ïðåäëîæåíè� ñîñòàâè� D1(p) + D2 � áóäå� äîñòèãíó� æåëàåìû� 
óðîâåí� ïîòðåáëåíè� çàâèñèìî� ãðóïïû. Äîïîëíèòåëüíî� ïðåäëîæåíè� 
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ìîæí� îáåñïå÷èòü, çàêëþ÷à� � ïðåäïðèÿòèÿì� äîãîâîðû, ïðåäóñìàòðè
âàþùè� âûïóñ� ïðîäóêöè� í� ìîùíîñòÿõ, äë� êîòîðû� ñåáåñòîèìîñò� 
ci > p. Ïð� ýòî� îïëàò� îñóùåñòâëÿåòñ� ï� ñåáåñòîèìîñòè. (Îí� ôàêòè
÷åñê� � îïðåäåëåí� âûø� êà� ìèíèìàëüíà� öåíà, îáåñïå÷èâàþùà� ïðè
áûëüíîñò� èñïîëüçîâàíè� äàííî� ìîùíîñòè). Ïðàêòè÷åñêè, äîãîâî� ìî
æå� ïðåäóñìàòðèâàòü, íàïðèìåð, äîïëàò� ç� ðàáîò� � âå÷åðíè� � íî÷
íû� ÷àñ� èë� âûõîäíûå. Îòìåòèì, ÷ò� ïð� ðåàëèçàöè� òàêîã� äîãîâîð� 
íåîáõîäè� êîíòðîëü, èñêëþ÷àþùè� âîçìîæíîñò� ôàêòè÷åñêîã� âûïóñê� 
ïîñòàâëÿåìîã� òîâàð� í� ìîùíîñòÿ� � íèçêèì� ñåáåñòîèìîñòÿìè. 

Âîçìîæíû� âàðèàí� − çàêóïê� àäìèíèñòðàöèå� òîâàð� í� âíåøíå� 
ðûíêå. � ýòî� ñëó÷à� ñåáåñòîèìîñò� âêëþ÷àå� ðàñõîä� í� äîñòàâêó. Ïðåä
ïîëàãàåòñÿ, ÷ò� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� S(p) îòðàæàå� âñ� óêàçàííû� âîç
ìîæíîñòè. 

Îïðåäåëèì, êàêîâ� ìèíèìàëüíà� âåëè÷èí� Ks(p) ðàñõîäî� àäìèíè
ñòðàöè� í� äîïîëíèòåëüíî� ïðåäëîæåíè� òîâàð� ï� öåí� p � êîëè÷åñòâ� 
D1(p)+D2 −S(p). Ïóñò� òåõíîëîãè� ïåðåíóìåðîâàí� � ïîðÿäê� âîçðàñòà
íè� ñåáåñòîèìîñòè: c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cm, � ìîùíîñò� i(p), j(p) îïðåäåëÿþòñ� 
è� óñëîâè� 

i(p) = max{i | ci ≤ p}, Vi < D1(p) + D2 ≤ Vi. 
i<j(p) i≤j(p) 

Òîãä� ñëåäóå� çàêëþ÷èò� äîãîâîð� í� ïîëíó� çàãðóçê� ìîùíîñòå� 
i(p)+1, ..., j(p)−1, � í� ìîùíîñò� j(p) − îáåñïå÷èò� âûïóñ� � êîëè÷åñòâ� 

V j(p)(p) = D1(p) + D2 − Vi 
i<j(p) 

(ñì. ðèñ. 20.4). Ðàçìå� íåîáõîäèìû� äîòàöè� ñîñòàâè� 

j(p)

Ks(p) = V i(p)(ci − p), 
i=i(p)+1 

ãä� V i(p) = Vi, i = i(p) + 1, ..., j(p) − 1. 
Ââåä� îáîçíà÷åíè� q(p) = cj(p), ìîæí� ïåðåïèñàò� ýò� âûðàæåíè� � 

èíòåãðàëüíî� ôîðì� ∫q(p) 
Ks(p) = (D1(p) + D2 − S(p))dp = 

p 
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∫q(p) 
= (D1(p) + D2)(q(p) − p) − S(p)dp. (20.3) 

p 

Îòìåòèì, ÷ò� q(p) − êóñî÷íî-ïîñòîÿííà� íåâîçðàñòàþùà� ôóíêöèÿ, èìå
þùà� ðàçðûâ� � òî÷êà� pk, ïîëó÷àåìû� è� óðàâíåíè� 

k

D1(p) + D2 = Vi, k = 1, ..., m. 
i=1 

Äàëåå, D1(p) + D2 − S(p) > 0 ïð� p ∈ [p, q(p)). Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� 
ôóíêöè� Ks(p) íåïðåðûâíà� � óáûâàþùàÿ. 

Îáîçíà÷è� ÷åðå� pD öåíó, ï� êîòîðî� çàâèñèìà� ãðóïï� � ñîñòîÿ
íè� áå� ñóáñèäè� ïðèîáðåñò� òîâà� � êîëè÷åñòâ� D2, ò.å. D2(pD) = D2. 
Àäìèíèñòðàöèè, î÷åâèäíî, íå� ñìûñë� ïîääåðæèâàò� íîâó� ðàâíîâåñ
íó� öåí� íèæ� pD. Òàêè� îáðàçîì, ëþáà� ðàöèîíàëüíà� ñòðàòåãè� ôè
íàíñèðîâàíè� çàâèñèìî� ãðóïï� ïîëíîñòü� îïðåäåëÿåòñ� âûáîðî� öåí� 
p ∈ [pD, ps], êîòîðó� àäìèíèñòðàöè� ðåãèîí� ïîääåðæèâàå� êà� ðàâíî
âåñíóþ. Çàäà÷� âûáîð� îïòèìàëüíî� ñòðàòåãè� ñâîäèòñ� � ïîèñê� 

p∗ ∈ Arg min K(p), (20.4) 
p∈[pD,ps] 

ãä� K(p) = KD(p)+ Ks(p), � KD(p) � Ks(p) îïðåäåëÿþòñ� ñîãëàñí� (20.2) 
� (20.3). 

Îòìåòèì, ÷ò� ôóíêöè� K(p) èìåå� ïðîèçâîäíó� 

K̇(p) = S(p) + Ḋ1(p)(q(p) − p) − D1(p) − Q̇2(p) (20.5) 

âñþäó, ç� èñêëþ÷åíèå� òî÷å� p = ci, i = 1, ..., m, � òî÷å� ñêà÷êî� ôóíê
öè� q(p). � ýòè� òî÷êà� p ïðîèçâîäíà� èìåå� ðàçðûâ� ïåðâîã� ðîäà, 
ïðè÷å� K̇+(p) > K̇−(p). � äàëüíåéøå� áóäå� áîëå� êîðîòê� ãîâîðèòü, 
÷ò� ôóíêöè� K̇(p) îïðåäåëåí� ïî÷ò� âñþäó. 

Óïðàæíåíè� 20.2. Ïîêàæèòå, ÷ò� åñë� äë� ñóììàðíîã� ñïðîñ� 
D(p) = D1(p)+ D2(p)+ K/p ýëàñòè÷íîñò� e(D(p)) = pḊ(p)/D(p) < 1, ò� 
Q̇1(p) + Q̇2(p) > 0 ïð� âñå� p ∈ [pD, ps]. 

| | 

Óïðàæíåíè� 20.3. Ïîêàæèòå, ÷ò� åñë� D¨ 1(p) ≥ 0, � Q̇2(p) ≤ 0, ò� 
ôóíêöè� K(p) âûïóêëà, � íåîáõîäèìî� óñëîâè� å� ìèíèìóì� K̇−(p∗) ≤
0, K̇+(p∗) ≥ 0 ÿâëÿåòñ� òàêæ� � äîñòàòî÷íû� óñëîâèåì. 
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Òåîðåì� 20.1. Ëþáî� ðåøåíè� p∗ çàäà÷� (20.4) óäîâëåòâîðÿå� íåðà
âåíñòâ� p∗ ≤ ps. � çàâèñèìîñò� î� ôóíêöè� ñïðîñ� D1(p), D2(p) îïòè
ìàëüíà� öåí� p∗ îáëàäàå� ñëåäóþùèì� ñâîéñòâàìè. 

1) Ïóñò� ñïðî� D1(p) í� îòðåçê� [pD, ps] ïîñòîÿíåí. Åñë� äåíåæíû� 
ñïðî� Q2(p) í� ýòî� îòðåçê� òàêæ� ïîñòîÿíåí, ò� îïòèìàëüíà� öåí� p∗ 

ñîâïàäàå� � öåíî� ðàâíîâåñè� p̃ äë� ðûíê� � îäíî� (íåçàâèñèìîé) ãðóïïî� 
ïîòðåáèòåëå� � îïðåäåëÿåòñ� è� óñëîâè� D1 ∈ S(p̃). Åñë� ôóíêöè� Q2(p) 
âîçðàñòàå� í� îòðåçê� [pD, ps], ò� p∗ > p,̃ � åñë� óáûâàåò, ò� p∗ < p.̃

2) Ïóñò� ñïðî� êàæäî� ãðóïï� ñêëàäûâàåòñ� è� ïîñòîÿííî� � óáû
âàþùå� ñîñòàâëÿþùèõ: Dl(p) = Al + Bl/p, l = 1, 2, p ∈ [pD, ps]. Òîãä� 
îïòèìàëüíà� öåí� îïðåäåëÿåòñ� è� óñëîâè� 

A1 + A2 + q(p∗)B1/(p
∗)2 ∈ S(p∗). 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüê� S+(ps) ≥ D1(ps) + D2 > D1(ps) + D2(ps), 
q(ps) = ps, ò� è� ñîîòíîøåíè� (20.5) ñëåäóåò, ÷ò� K̇(p) > 0 � ïðàâî� ïî
ëóîêðåñòíîñò� òî÷ê� ps, îòêóä� p∗ ≤ ps. Åñë� D1(p) ≡ D1, ò� è� (20.5) 
ñëåäóå� ðàâåíñòâ� K̇(p) = S(p)−D1−Q̇2(p) ïî÷ò� âñþäó, îòêóä� âûòåêàå� 
óòâåðæäåíè� 1). � óñëîâèÿ� 2) ôóíêöè� K̇(p) = S(p)−A1 −A2 −q(p)B1/p

2 

îïðåäåëåí� ïî÷ò� âñþä� � ìîíîòîíí� âîçðàñòàå� í� îáëàñò� îïðåäåëå
íèÿ. Ðàññìîòðè� ñîîòâåòñòâóþùå� å� îòîáðàæåíè� K̇(p), p ∈ [pD, ps], 
îïðåäåëÿ� åã� çíà÷åíè� � êàæäî� òî÷ê� ðàçðûâ� êà� îòðåçî� î� ëåâîã� 
ä� ïðàâîã� ïðåäåëà. � ñèë� ìîíîòîííîñò� ôóíêöè� K(p) íàéäåòñ� åäèí
ñòâåííà� òî÷ê� p∗, äë� êîòîðî� 0 ∈ K̇(p∗). Ýò� òî÷ê� � áóäå� ðåøåíèå� 
çàäà÷� (20.4). 

Îòìåòèì, ÷ò� îïòèìàëüíî� ñî÷åòàíè� ñóáñèäè� íàñåëåíè� � äîòàöè� 
ïðîìûøëåííîñò� ìîæå� ñóùåñòâåíí� ñîêðàòèò� îáùè� ðàñõîä� áþäæå
ò� ï� ñðàâíåíè� � ñèòóàöèåé, êîãä� è� áþäæåò� ôèíàíñèðóåòñ� òîëüê� 
ñïðî� çàâèñèìî� ãðóïïû. � ïðèìåðå, èçîáðàæåííî� í� ðèñ. 20.5, ïðåä
ïîëàãàåòñÿ, ÷ò� D1(p) ≡ D1, D2(p) ≡ 0. 

6Va) 

D1 + D2 

D1 

p ps 
� 
p 

6á) V 

D1 + D2 

D1 

Ðèñ. 20.5 

p ps 
� 
p 
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Ïëîùàä� çàøòðèõîâàííû� îáëàñòå� í� ãðàôèêà� à) � á) ïîêàçûâà
þ� çàòðàò� áþäæåò� ïð� îïòèìàëüíî� ñòðàòåãè� p∗ = p̃ � ïð� p∗ = ps 
ñîîòâåòñòâåííî. 

Ðàññìîòðè� òåïåð� äðóãó� âîçìîæíîñò� èçìåíåíè� ïðåäëîæåíè� −
ïðåäîñòàâëåíè� äîòàöè� äë� ñîçäàíè� íîâû� ìîùíîñòåé. Êàæäà� ïîòåí
öèàëüíà� ìîùíîñò� i õàðàêòåðèçóåòñ� ñëåäóþùèì� ïàðàìåòðàìè: ìàêñè
ìàëüíû� îáúåìî� ïðîèçâîäñòâ� Vi, óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòü� ïðîèçâîä
ñòâ� ĉi � êàïèòàëîåìêîñòü� ki. Äë� ïðîñòîò� ì� ïðåäïîëàãàåì, ÷ò� íåîá
õîäèìû� êàïèòàëîâëîæåíè� ïðîïîðöèîíàëüí� ââîäèìîì� � äåéñòâè� îáú
åì� V i ≤ Vi � ñîñòàâëÿþ� V iki. 

Ïîñêîëüê� öåëü� àäìèíèñòðàöè� ÿâëÿåòñ� ìèíèìèçàöè� òåêóùè� ðàñ
õîäî� áþäæåòà, ò� îïòèìàëüíû� ÿâëÿåòñ� ñìåøàííî� ôèíàíñèðîâàíè� 
íîâî� ìîùíîñòè. Îïðåäåëè� íåîáõîäèìû� ðàçìå� äîòàöèè, îáåñïå÷è
âàþùè� "ðûíî÷íóþ"íîðì� η ïðèáûë� í� âëîæåíè� ÷àñòíîã� êàïèòàëà. 
Ïóñò� k̃i − îáúå� äîòàöè� í� åäèíèö� ââîäèìî� ìîùíîñòè, p − öåí� í� 
òîâàð. Òîãä� ìèíèìàëüíû� ðàçìå� äîòàöè� îïðåäåëÿåòñ� è� ñîîòíîøå
íè� (p − ĉi + k̃i)/ki = η, îòêóä� k̃i = ĉi + kiη − p. 

Òàêè� îáðàçîì, ïîëàãà� äë� ïîòåíöèàëüíû� ìîùíîñòå� ci = ĉi + kiη, 
ì� ôîðìàëüí� ñâîäè� çàäà÷� âûáîð� îïòèìàëüíî� ñòðàòåãè� � ðàññìîò
ðåííî� âûø� çàäà÷� (20.4). Èñõîä� è� ýòîãî, íèæ� ì� ðàññìàòðèâàå� � 
ìîäåëÿ� òîëüê� ðåàëüíû� ìîùíîñòè. Ñëåäóåò, îäíàê� èìåò� � âèäó, ÷ò� 
í� ïðàêòèê� ïð� êîíêóðåíöè� ðåàëüíû� � ïîòåíöèàëüíû� ìîùíîñòå� ñó
ùåñòâåííûì� ìîãó� îêàçàòüñ� � äðóãè� êðèòåðèè, ïîìèì� ìèíèìèçàöè� 
áþäæåòíû� ðàñõîäîâ. 

��21. Ìîäåë� îðãàíèçàöè� íàëîãîâî� èíñïåêöè� 

� ýòî� ïàðàãðàô� èçëîæåí� íåñêîëüê� òåîðåòèêî-èãðîâû� ìîäåëåé, 
ïîñòðîåííû� äë� èçó÷åíè� ïðîáëå� óêëîíåíè� î� óïëàò� íàëîãî� � êîð
ðóïöè� � íàëîãîâî� èíñïåêöèè. Ðàññìàòðèâàåòñ� âçàèìîäåéñòâè� íàëî
ãîïëàòåëüùèêîâ, èìåþùè� ñëó÷àéíû� äîõîä, � öåíòðà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷ò� � 
êîíö� êàæäîã� îò÷åòíîã� ïåðèîä� íàëîãîïëàòåëüùè� ïîäàå� íàëîãîâó� 
äåêëàðàöèþ. Äåêëàðèðîâàííû� äîõî� îáëàãàåòñ� íàëîãî� � ñîîòâåòñòâè� 
� äåéñòâóþùå� ñèñòåìî� íàëîãîîáëîæåíèÿ. Ïð� ýòî� íàëîãîïëàòåëüùè� 
ìîæå� ïîïðîáîâàò� óêëîíèòüñ� î� óïëàò� íàëîãà, äåêëàðèðó� ìåíüøó� 
ñóììó, ÷å� åã� ðåàëüíû� äîõîä. � ñëó÷à� ïðîâåðê� íàëîãîâî� äåêëàðàöè� 
ôàê� ïîïûòê� óêëîíåíè� âñåãä� îïðåäåëÿåòñ� èíñïåêòîðîì. Ïîéìàííû� 
íàðóøèòåë� îïëà÷èâàå� íåäîñòàþùó� ÷àñò� íàëîãîâî� ñóìì� � íàêàçû
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âàåòñ� øòðàôîì. 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ò� íàëîãîâà� ïðîâåðê� òðåáóå� îïðåäåëåííû� èç
äåðæå� � ÷ò� öåíò� çàèíòåðåñîâà� � ìàêñèìèçàöè� ÷èñòîã� íàëîãîâîã� 
ñáîð� (ò.å. ñðåäñòâ, ïîëó÷åííû� ç� ñ÷å� ñáîð� íàëîãî� � øòðàôî� ç� âû
÷åòî� èçäåðæå� í� ïðîâåðêè). Äë� îäíîðîäíî� ãðóïï� íàëîãîïëàòåëü
ùèêî� öåíò� ðàñïîëàãàå� ëèø� èíôîðìàöèåé, ïîëó÷åííî� è� íàëîãîâû� 
äåêëàðàöèé, � � çàâèñèìîñò� î� íå� îïðåäåëÿå� îïòèìàëüíó� âåðîÿò
íîñò� ïðîâåðî� íàëîãîâû� äåêëàðàöèé. Çàäà÷å� ÿâëÿåòñ� íàõîæäåíè� 
îïòèìàëüíîã� ïðàâèë� ïðîâåðêè. 

Ìîäåë� íàëîãîîáëîæåíè� � äâóì� óðîâíÿì� äîõîä� 

Ðàññìîòðè� ìîäåë� � äâóì� âîçìîæíûì� óðîâíÿì� äîõîä� IL � IH , 
ãä� IL < IH . Íàëîãîïëàòåëüùèê� ïîëó÷àþ� íèçêè� � âûñîêè� äîõîä� IL 
� IH � âåðîÿòíîñòÿì� q � 1 − q ñîîòâåòñòâåííî. Íèçêè� äîõî� í� îáëàãà
åòñÿ, � � âûñîêîã� áåðåòñ� íàëî� T . Òàêè� îáðàçîì, íàëîãîïëàòåëüùè� 
� âûñîêè� äîõîäî� èìåå� ñòèìó� äåêëàðèðîâàò� íèçêè� äîõîä. ×òîá� 
ïðåäîòâðàòèò� òàêè� äåéñòâè� íàëîãîïëàòåëüùèêà, íàëîãîâà� èíñïåê
öè� � âåðîÿòíîñòü� p ïðîâåðÿå� íàëîãîïëàòåëüùèêîâ, äåêëàðèðóþùè� 
íèçêè� äîõîä. Åñë� íàëîãîïëàòåëüùè� � âûñîêè� äîõîäî� äåêëàðèðó
å� íèçêè� äîõî� IL � åã� äåêëàðàöè� ïðîâåðÿåòñÿ, ò� ôàê� óêëîíåíè� 
î� óïëàò� íàëîã� âñåãä� îáíàðóæèâàåòñÿ, � íàëîãîïëàòåëüùè� äîëæå� 
âûïëàòèò� øòðà� F , âêëþ÷àþùè� íåóïëà÷åííû� íàëîã. Ñòîèìîñò� ïðî
âåðê� ðàâí� c. Çàäà÷� ðóêîâîäñòâ� íàëîãîâî� èíñïåêöè� ñîñòîè� � òîì, 
÷òîá� íàéò� îïòèìàëüíó� âåðîÿòíîñò� p ïðîâåðê� äåêëàðàöèé, óêàçû
âàþùè� íèçêè� äîõî� IL. Ïð� ýòî� ìàêñèìèçèðóåòñ� ÷èñòû� íàëîãîâû� 
ñáî� R, ò.å. âñ� ïîñòóïëåíè� î� íàëîãî� � øòðàôî� ç� âû÷åòî� çàòðà� í� 
ïðîâåðêè. 

Îïèøå� ïîâåäåíè� íàëîãîïëàòåëüùèêà. Î� âûáèðàå� ñâî� ñòðàòåãè� 
è� ìíîæåñòâ� {IL, IH } ïð� ïîëó÷åíè� âûñîêîã� äîõîäà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, 
÷ò� íàëîãîïëàòåëüùèê� èçâåñòí� ñòðàòåãè� p íàëîãîâî� èíñïåêöèè, � 
î� ìàêñèìèçèðóå� ñâî� îæèäàåìû� äîõîä, ñðàâíèâà� äîõî� ïð� ÷åñòíî� 
ïîâåäåíè� IH − T � óêëîíåíè� î� íàëîã� IH − pF . Òàêè� îáðàçîì, åñ

def 
ë� âåðîÿòíîñò� ïðîâåðê� óäîâëåòâîðÿå� íåðàâåíñòâ� p < p̂ = T/F , ò� 
âñ� íàëîãîïëàòåëüùèê� � âûñîêè� äîõîäî� óêëîíÿþòñÿ, � ÷èñòû� íàëî
ãîâû� äîõî� ãîñóäàðñòâ� � ðàñ÷åò� í� îäíîã� íàëîãîïëàòåëüùèê� ðàâå� 
R(p) = p(qF − c). Åñë� p > p̂, óêëîíåíè� í� ïðîèñõîäèò, � äîõî� èìåå� 
âè� R(p) = qT − p(1 − q)c (ðèñ. 21.1). 
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-

6

�
�

�
�* H

H
H

H

R(p)

0 p̂ = T/F 1 p

Ðèñ. 21.1 

Ïð� âåðîÿòíîñò� ïðîâåðê� p = p̂ íàëîãîïëàòåëüùèê� áåçðàçëè÷í� −
óêëîíÿòüñ� èë� íåò. � ýòî� ñëó÷à� ñ÷èòàåòñÿ, ÷ò� î� í� óêëîíÿåòñÿ. Òà
êè� îáðàçîì, p̂ − ïîðîãîâà� âåðîÿòíîñòü, ò.å. ìèíèìàëüíà� âåðîÿòíîñò� 
ïðîâåðêè, îáåñïå÷èâàþùà� ÷åñòíî� ïîâåäåíè� íàëîãîïëàòåëüùèêîâ. Îò
ìåòèì, ÷ò� äàííà� ìîäåë� ÿâëÿåòñ� ïðèìåðî� èåðàðõè÷åñêî� èãð� Γ1, 
îïðåäåëåííî� � � 11. 

Óòâåðæäåíè� 21.1. Îïòèìàëüíà� âåðîÿòíîñò� ïðîâåðê� p∗ = p̂, åñë� 
qF > (1 − q)c. Ïð� ýòî� ìàêñèìàëüíû� ÷èñòû� íàëîãîâû� äîõî� ãîñó
äàðñòâ� R∗ ïîëîæèòåëå� � ðàâå� qT − p̂(1 − q)c. � ïðîòèâíî� ñëó÷à� 
p∗ = 0, R∗ = 0, ò.å. ýò� ãðóïï� íàëîãîïëàòåëüùèêî� íå� ñìûñë� ïðîâå
ðÿòü. 

Óïðàæíåíè� 21.1. Äîêàæèò� óòâåðæäåíè� 21.1. 

Ìîäåëü, ó÷èòûâàþùà� ñëó÷àéíû� îøèáê� 

Òåïåð� ïðåäïîëîæèì, ÷ò� íàëîãîïëàòåëüùèê� � âûñîêè� äîõîäî� ìî
ãó� íåïðåäíàìåðåíí� îøèáàòüñ� � îïðåäåëÿþ� ñâî� äîõî� êà� íèçêè� � 
âåðîÿòíîñòü� m. Òàêè� îøèáê� í� ìåíÿþ� ïîðîãîâó� âåðîÿòíîñò� ïðî
âåðêè, êîòîðà� ïîîùðÿå� ÷åñòíî� ïîâåäåíè� íàëîãîïëàòåëüùèêîâ, îöå
íèâøè� ñâî� äîõî� êà� âûñîêèé: îí� äåêëàðèðóþ� âûñîêè� äîõî� ïð� 
p ≥ p̂ = T/F . 

Îáîçíà÷è� ñðåäíè� äîõî� íàëîãîïëàòåëüùèê� � ó÷åòî� îøèáê� ÷åðå� 
Icp, � ÷èñòû� íàëîãîâû� äîõî� ãîñóäàðñòâ� ÷åðå� R(p). Òîãä� 

Icp = 
(1 − q)IL + q(IH − pF ),	 p < p,̂

(1 − q)IL + q(IH − (1 − m)T − mpF ), p ≥ p,̂

R(p) =	
p(qF − c), p < p,̂

q[(1 − m)T + pm(F − c)] − (1 − q)pc, p ≥ p.̂

Ñëåäóþùå� óòâåðæäåíè� îïðåäåëÿå� îïòèìàëüíó� ñòðàòåãè� ãîñóäàð
ñòâà. 
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Óòâåðæäåíè� 21.2. 1) Ïóñò� qF −c > 0. Òîãä� åñë� øòðà� ç� óêëîíå
def

íè� F > F = (qm + 1 − q)c/(qm), ò� îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ãîñóäàðñòâ� 
p∗ = 1. Åñë� F < F , ò� îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ãîñóäàðñòâ� p∗ = p.̂

2) Ïóñò� qF − c < 0. Òîãä� îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ãîñóäàðñòâ� 

p∗ =
0, F q ≤ c(qm + 1 − q), 

p,̂ F q ≥ c(qm + 1 − q). 

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àë� çàìåòèì, ÷ò� � òî÷ê� p̂ çíà÷åíè� R(p̂) = 
qT − ˆ −(ˆ pc.pc(mq +1 −q) áîëüø� ëåâîã� ïðåäåëüíîã� çíà÷åíè� R p) = qT − ˆ
Ïð� F > F äîõî� R(p) âîçðàñòàå� ï� p êà� í� ïîëóèíòåðâàë� [0, p̂), òà� 
� í� îòðåçê� [p̂, 1]. Òàêè� îáðàçîì, ôóíêöè� R(p) âîçðàñòàå� í� îòðåçê� 
[0, 1] � p∗ = 1. Ïð� F ∈ (c/q, F ) ðàçíèö� ñîñòîè� ëèø� � òîì, ÷ò� R(p) 
óáûâàå� í� îòðåçê� [p̂, 1] � ïîýòîì� p∗ = p̂. Íàêîíå� ïð� 0 < F < c/q 
äîõî� óáûâàå� í� îáîè� èíòåðâàëàõ, òà� ÷ò� ìàêñèìó� äîñòèãàåòñ� í� 
îäíî� è� ëåâû� êîíöîâ: ïð� F > mF p∗ = p,̂ R∗ = R(p̂) > 0, ïð� 
F < mF p∗ = 0, R∗ = 0. Íàêîíåö, ïð� F = mF p∗ ∈ {p,̂ 1}, R∗ = 0. 

Óïðàæíåíè� 21.2. Íàéäèò� îïòèìàëüíó� ñòðàòåãè� ãîñóäàðñòâ� � 
ñëåäóþùè� ñëó÷àÿõ: 1) F = F ; 2) F = c/q. 

Ìîäåë� � ó÷åòî� êîððóïöè� 

Ðàññìîòðè� ìîäåëè, � êîòîðû� ïðèíèìàåòñ� â� âíèìàíè� âîçìîæ
íîñò� ïîäêóï� èíñïåêòîð� ïîéìàííû� ïëàòåëüùèêîì. Èññëåäóå� ñëó÷à� 
äâó� âîçìîæíû� äîõîäî� IL � IH (IL < IH ), ïîëó÷àåìû� � âåðîÿòíîñòÿ
ì� 1 − q � q ñîîòâåòñòâåííî. Êà� � � ïðåäûäóùå� ìîäåëè, ïðåäïîëàãà
åòñÿ, ÷ò� íèçêè� äîõî� í� îáëàãàåòñ� íàëîãîì, � âûñîêè� äîõî� îáëà
ãàåòñ� íàëîãî� T. Òàêè� îáðàçîì, � íàëîãîïëàòåëüùèêî� � äîõîäî� IH 
åñò� ñòèìó� äåêëàðèðîâàò� äîõî� IL. Äåêëàðàöèÿ, ñîäåðæàùà� íèçêè� 
äîõîä, ìîæå� áûò� ïðîâåðåí� íàëîãîâî� èíñïåêöèåé. Ïðîâåðê� âñåãä� 
âûÿâëÿå� ðåàëüíû� äîõîä, å� ñòîèìîñò� ðàâí� c. Øòðà� ç� óêëîíåíè� F 
âêëþ÷àå� íåóïëà÷åííó� ñóìì� íàëîãà. Èíñïåêòîð, îáíàðóæèâøè� óêëî
íåíèå, ìîæå� áûò� ïîäêóïëå� ïîéìàííû� ïëàòåëüùèêîì, � ýòî� ñëó÷à� 
î� ñêðûâàå� ðåçóëüòà� ïðîâåðêè. Öåíò� ïðîâåðÿå� èíîãä� èíñïåêòîðîâ, 
ïîäòâåðæäàþùè� íèçêè� äîõîäû, � íàêàçûâàå� èõ, åñë� âûÿñíÿåòñÿ, ÷ò� 
ôàê� óêëîíåíè� î� óïëàò� íàëîã� áû� ñêðûò. (Èíñïåêòîðî� íàêàçûâàþ� 
ç� ïëîõó� ðàáîòó, � í� ç� âçÿòêó, òà� êà� å� ñëîæí� äîêàçàòü.) Âåðîÿòíî
ñò� p � pc ïðîâåðê� � ïåðåïðîâåðêè, ïðîâîäèìî� öåíòðîì, ÿâëÿþòñ� åã� 
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ñòðàòåãèåé. Íåêà÷åñòâåííà� ïðîâåðê� íàêàçûâàåòñ� äåíåæíû� øòðàôî� 
F̃ . Ïîâòîðíà� ïðîâåðê� ñòîè� c̃. Öåíò� ìàêñèìèçèðóå� ÷èñòû� äîõî� � 
áþäæåò, ñîñòîÿùè� è� íàëîãî� � øòðàôî� ç� âû÷åòî� èçäåðæå� í� âñ� 
ïðîâåðêè. Íàéäå� îïòèìàëüíû� çíà÷åíè� âåðîÿòíîñòå� p � pc � ïðîâå
äå� ñðàâíèòåëüíû� àíàëè� äîõîä� � çàâèñèìîñò� î� ðàçìåðî� øòðàôîâ. 
Ñíà÷àë� ðàññìîòðèì, êà� îïðåäåëÿåòñ� ðàçìå� âçÿòê� b � ñëó÷àå, êîãä� 
íåïëàòåëüùè� ïîéìà� èíñïåêòîðîì. Ïîäêó� âûãîäå� íàëîãîïëàòåëüùè
ê� � èíñïåêòîðó, åñë� b + pcF < F � b > pcF̃ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêè� 
îáðàçîì, ïîäêó� âîçìîæåí, åñë� F (1 − pc) > pcF̃ èë� 

def 
pc < p̂c = F/(F + F̃ ). (21.1) 

˜Äîïóñòèì, ÷ò� � ýòî� ñëó÷à� b = γF (1 − pc) + (1 − γ)pcF , γ ∈ (0, 1), ãä� 
ïàðàìåò� γ õàðàêòåðèçóå� áëèçîñò� âçÿòê� b � ìàêñèìóìó. � ÷àñòíîñòè, 
γ ≈ 1 îçíà÷àåò, ÷ò� ðàçìå� âçÿòê� äèêòóå� èíñïåêòîð, γ ≈ 0 ïîêàçûâàåò, 
÷ò� î� äîâîëüñòâóåòñ� ìàëûì. Íàëîãîïëàòåëüùè� � âûñîêè� äîõîäî� 
óêëîíÿåòñÿ, åñë� p(b+pcF ) < T. Åñë� ñîîòíîøåíè� (21.1) í� âûïîëíÿåòñÿ, 
� p < p̂, ò� íàëîãîïëàòåëüùè� óêëîíÿåòñÿ, í� í� äàå� âçÿòê� � ñëó÷à� 
ïîèìêè. Ñðåä� âîçìîæíû� çíà÷åíè� ïà� (p, pc) ðàññìîòðè� ñëåäóþùè� 
îáëàñò� (ðèñ. 21.2). 

Ðèñ. 21.2 

a) pc < p̂c, p(b + pcF ) = p(γF + pc(1 − γ)(F + F̃ )) < T. 
� ýòî� ñëó÷à� íàëîãîïëàòåëüùè� óêëîíÿåòñÿ, èíñïåêòîð� áåðó� âçÿò
êè, � ÷èñòû� íàëîãîâû� ñáî� � ðàñ÷åò� í� îäíîã� íàëîãîïëàòåëüùèê� 
ñîñòàâëÿå� R(p, pc) = p[pc(q(F + F̃ ) − c̃) − c]. 

b) pc > p̂c, p < p.̂
� ýòî� ñëó÷à� íàëîãîïëàòåëüùèê� óêëîíÿþòñÿ, í� èíñïåêòîð� í� áåðó� 
âçÿòê� � R(p, pc) = p[qF − c − pc(1 − q)c̃]. 

c1) pc > p̂c, p > p.̂
c2) pc < p̂c, p(b + pcF ) = p(γF + pc(1 − γ)(F̃ + F )) > T. 
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� óñëîâèÿ� c1) � c2) íàëîãîïëàòåëüùè� í� óêëîíÿåòñ� � 
R(p, pc) = qT − (1 − q)p(c + pcc̃). 

Ñïðàâåäëèâ� ñëåäóþùå� óòâåðæäåíèå. 

Óòâåðæäåíè� 21.3. Ïóñò� øòðàô� F � F̃ ïîäîáðàí� òàêè� îáðàçîì, 
÷ò� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

p̂c(q(F + F̃ ) − c̃) − c > 0. (21.2) 

Òîãä� � îáëàñò� a) äîõî� � áþäæå� R(p, pc) ñòðåìèòñ� � âåðõíå� ãðàí� 
Ra ïð� pc p̂c � p p̂. Âåðõíè� ãðàí� Rb � Rc1 � îáëàñòÿ� b) � c1)→ →
ðåàëèçóþòñ� í� òå� æ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ� âåðîÿòíîñòåé, áîëå� òîãî, 
Ra < Rb < Rc1. � îáëàñò� c2) ò� æ� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� âåðîÿòíîñòå� 
ðåàëèçóþ� âåðõíþ� ãðàí� äîõîä� � áþäæå� 
Rc2 = Rc1 = qT − p̂(c + (1 − q)p̂cc̃)

a , åñë� 

p̂c < c(1 − γ)/(c̃γ), (21.3) 

� ïðîòèâíî� ñëó÷à� ïð� p T/(γF ) � pc = 0 äîõî� ñòðåìèòñ� � âåðõíå� →
ãðàí� Rc2 = qT − (1 − q)cT/(γF ). 

Çàìå÷àíè� 1. Ïð� îïòèìàëüíû� âåðîÿòíîñòÿ� íàëîãîïëàòåëüùèê� âû
ïëà÷èâàþ� îäí� � ò� æ� ñóìì� � âèä� íàëîã� � ñëó÷àÿ� a), b) � c1). Îä
íàê� èçäåðæê� í� ïðîâåðê� � ïåðåïðîâåðê� ñîêðàùàþòñ� ïð� ïåðåõîä� 
ñèñòåì� è� îáëàñò� ðàâíîâåñè� a) � b) � è� b) � c1). 

Çàìå÷àíè� 2. Íåðàâåíñòâ� (21.3) âûïîëíÿåòñÿ, � ÷àñòíîñòè, ïð� 
γ 0, ò.å. � ñëó÷à� êîãä� íàëîãîïëàòåëüùè� äèêòóå� ðàçìå� âçÿòêè. Ïð� →
γ 1, ò.å. � ñëó÷à� êîãä� èíñïåêòî� äèêòóå� ðàçìå� âçÿòêè, îïòèìàëü→
í� í� ïðîâåðÿò� èíñïåêòîðî� � óâåëè÷èò� � 1/γ âåðîÿòíîñò� àóäèòîð
ñêî� ïðîâåðêè. Òàêè� îáðàçîì, ÷èñòû� íàëîãîâû� ñáî� ïð� îïòèìàëüíî� 
ñòðàòåãè� àóäèò� ñîñòàâëÿå� 

c c̃ c 
R∗ = T q − (1 − q) min + , . 

F F + F̃ γF 

� ó÷åòî� ýòîã� ñîîòíîøåíè� ñðàâíèòåëüíû� àíàëè� ÷èñòîã� íàëîãî
âîã� ñáîð� � çàâèñèìîñò� î� ðàçìåð� øòðàôî� � íàëîãî� äàå� ÿñíû� 
ðåçóëüòàòû: R âîçðàñòàå� ï� T � F , � òàêæ� ï� F̃ , åñë� âûïîëíÿåòñ� 
ñîîòíîøåíè� 

F̃ c̃
,

F 
≥ 
c(1/γ − 1)−1 − 1
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� í� çàâèñè� î� F̃ , åñë� ýò� ñîîòíîøåíè� í� âûïîëíÿåòñÿ. 
Åñë� âåðîÿòíîñò� p � pc ôèêñèðîâàíû, ò� ñðàâíèòåëüíû� àíàëè� óñëîæ

íÿåòñÿ. Õîò� � êàæäî� è� îáëàñòå� a), b), c1) � c2) íàëîãîâû� ñáî� R 
ìîíîòîíå� ï� øòðàôà� � íàëîã� (÷ò� ñîîòâåòñòâóå� çäðàâîì� ñìûñëó), 
ïåðåõîä� è� îäíî� îáëàñò� � äðóãó� ìîãó� âíåñò� íåîæèäàííû� èçìåíå
íèÿ. Ðàññìîòðè� äâ� ïðèìåðà. 

1) Ïóñò� p < p,̂ pc = p̂c. Óâåëè÷è� ñëåãê� øòðà� F : F � = F + dF. 
� ðåçóëüòàò� ñèñòåì� ïåðåõîäè� è� îáëàñò� b) � îáëàñò� a) � íàëîãîâû� 
ñáî� R ïàäàåò. 

2) Ïóñò� pc = p̂c, p = p̂. � ýòî� ñëó÷à� íåáîëüøî� óâåëè÷åíè� íàëîã� 
âëå÷å� ïåðåõî� ñèñòåì� è� îáëàñò� c1) � îáëàñò� b) è, êà� ñëåäñòâèå, 
ñîêðàùåíè� íàëîãîâîã� ñáîð� R. 

Êîììåíòàðè� � áèáëèîãðàôè� � ãëàâ� IY 

� 16. Êîíöåïöè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� ëåæè� � îñíîâ� ñîâðåìåí
íî� ýêîíîìè÷åñêî� òåîðèè. Ñîãëàñí� èçâåñòíû� "òåîðåìà� � áëàãîñîñòî
ÿíèè", êîíêóðåíòíî� ðàâíîâåñè� ÿâëÿåòñ� îïòèìàëüíû� ñîñòîÿíèå� ýêî
íîìèêè, � îòêëîíåíè� î� íåã� ñâÿçàí� ñ� ñíèæåíèå� å� ýôôåêòèâíîñòè. 
Îäíàêî, èçâåñòíî� êà÷åñòâåííî� îïèñàíè� óñëîâè� ñîâåðøåííî� êîíêó
ðåíöè� (ñì. Ë. Âàëüðà� [19], Ä. Ãåé� [35]) í� ÿâëÿåòñ� êîíñòðóêòèâíû� 
� òî� ñìûñëå, ÷ò� í� ïîçâîëÿå� îïðåäåëèò� äë� êîíêðåòíîã� ðûíêà, âû
ïîëíåí� ë� ýò� óñëîâèÿ, � åñë� íåò, ò� í� ñêîëüê� ìîãó� îòêëîíÿòüñ� 
öåí� î� ðàâíîâåñíû� ï� Âàëüðàñó. Çíà÷èòåëüíà� äîë� ðåàëüíû� ðûíêî� 
îòíîñèòñ� � îëèãîïîëèÿì: � ò� âðåìÿ, êà� ëþáî� îòäåëüíû� ïîòðåáèòåëü, 
ïî-âèäèìîìó, í� îáëàäàå� ðûíî÷íî� âëàñòü� � åã� äîë� � îáùå� îáúåì� 
ïðîäà� ñîñòàâëÿå� äîë� ïðîöåíòà, íàèáîëå� êðóïíû� ïðîèçâîäèòåë� í� 
òàêè� ðûíêà� îáåñïå÷èâàå� í� ìåíå� 10% î� îáùåã� ïîòðåáëåíèÿ. Ïî
ýòîì� èññëåäîâàíè� ìàòåìàòè÷åñêè� ìîäåëå� � îöåíê� îæèäàåìîã� îò
êëîíåíè� î� ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� äë� ðàçëè÷íû� òèïî� 
îëèãîïîëè� ïðåäñòàâëÿþ� áîëüøî� èíòåðåñ. 

� 18. Óòâåðæäåíè� 18.1 ïîêàçûâàåò, ÷ò� � ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� 
ðàâíîâåñè� äîñòèãàå� ìàêñèìóì� íàöèîíàëüíû� äîõî� (ñóììàðíà� ïðè
áûë� ýêîíîìèêè). Ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� ÿâëÿåòñ� òàêæ� 
îïòèìàëüíû� ï� Ïàðåò� è, áîëå� òîãî, ñîîòâåòñòâóå� ÿäð� êîîïåðàòèâ
íî� èãð� (ñì. [85]). Ïîäðîáíå� � òðóäíîñòÿ� ïëàíîâî� ýêîíîìèê� ÑÑÑ� 
ñì. [80]. 

� 19. Òèïè÷íû� ïîäõîäî� � îöåíê� îæèäàåìîã� îòêëîíåíè� î� ðàâíî
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âåñè� ï� Âàëüðàñ� ÿâëÿåòñ� ñðàâíåíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� � ðå
øåíèå� èãðû, îïèñûâàþùå� îëèãîïîëèñòè÷åñêó� êîíêóðåíöèþ. Îáû÷
íî� êîíöåïöèå� ðåøåíè� � ýòî� ñëó÷à� ÿâëÿåòñ� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� 
� ÷èñòû� ñòðàòåãèÿõ. Âîïðîñ� ñóùåñòâîâàíè� òàêîã� ðàâíîâåñè� � åã� 
ñâîéñò� � ìîäåë� îëèãîïîëè� ï� Êóðí� ðàññìàòðèâàëèñ� â� ðàáîòà� B. 
Íîâ÷åê� [77], Í.Ñ. Êóêóøêèí� [56], Ð. Àìèð� [3] � äð. Ïîêàçàíî, ÷ò� ïð� 
äîâîëüí� îáùè� óñëîâèÿ� ñóùåñòâóå� åäèíñòâåííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó. 
Äë� ñèììåòðè÷íî� îëèãîïîëè� îòêëîíåíè� ðàâíîâåñíîã� ï� Íýø� èñõîä� 
î� èñõîä� ï� Âàëüðàñ� óáûâàå� � ñòðåìèòñ� � íóëþ, êîãä� ÷èñë� ïðîèçâî
äèòåëå� âîçðàñòàå� � ñòðåìèòñ� � áåñêîíå÷íîñòè. Òàêè� îáðàçîì, ìîäåë� 
õîðîø� ñîîòâåòñòâóå� êîíöåïöè� êîíêóðåíòíî� ýêîíîìèê� ï� Âàëüðàñó. 
Îí� òàêæ� ìîæå� ÿâëÿòüñ� òåîðåòè÷åñêè� îáîñíîâàíèå� àíòèòðåñòîâ
ñêè� çàêîíîâ, îãðàíè÷èâàþùè� ìàêñèìàëüíó� äîë� ïðîäà� í� ðûíê� 
äë� êàæäîã� ïðîèçâîäèòåë� (ñì. [64]). 

Ïðîáëåì� çàêëþ÷àåòñ� � òîì, ÷ò� � ìîäåë� Êóðí� í� ïîâåäåíè� ïðî
èçâîäèòåëå� íàêëàäûâàþòñ� êðàéí� ñòðîãè� îãðàíè÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåò
ñÿ, ÷ò� êàæäû� ïðîèçâîäèòåë� òîâàð� âñåãä� ïðåäëàãàå� ôèêñèðîâàííû� 
îáúå� òîâàð� íåçàâèñèì� î� ñëîæèâøåéñ� öåíû. Í� ïðàêòèê� � êàæäî
ã� ïðîèçâîäèòåë� èìååòñ� áîëüø� âîçìîæíîñòå� âëèÿò� í� öåíó. Ëèá� 
ïðîèçâîäèòåë� ïðÿì� óñòàíàâëèâàå� öåí� ñâîå� ïðîäóêöè� (êà� í� àóê
öèîí� ïåðâî� öåíû), ëèá� ñòðàòåãèÿì� ÿâëÿþòñ� ôóíêöè� ïðåäëîæåíèÿ, 
êîòîðû� îïðåäåëÿþ� öåí� îòñå÷åíè� (êà� � ñëó÷à� àóêöèîí� çàÿâîê). Òå� 
í� ìåíåå, óïîìÿíóòû� ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñ� ìîäåë� Êóðíî, ÿâëÿþòñ� 
âàæíûìè. Äë� íåñêîëüêè� òèïî� ðûíêî� � öåíîâî� êîíêóðåíöèå� èë� � 
êîíêóðåíöèå� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� äîêàçàíî, ÷ò� èñõîäû, ñîîòâåòñòâó
þùè� ñîâåðøåííîì� ïîäûãðîâîì� ðàâíîâåñèþ, ñîâïàäàþ� � èñõîäî� ï� 
Êóðíî. Ä. Êðåï� � Äæ. Øåéíêìà� [54] ïîêàçàë� ýò� äë� äâóõýòàïíî� 
ìîäåëè, � êîòîðî� ñíà÷àë� óñòàíàâëèâàþòñ� îáúåì� âûïóñêà, � çàòå� 
ïðîèçâîäèòåë� äåéñòâóþ� � ðàìêà� ìîäåë� öåíîâî� êîíêóðåíöèè. Ä. Ìî
ðåí� � Ë. Óáåä� [69] ïîëó÷èë� àíàëîãè÷íû� ðåçóëüòà� äë� îòðàñëè, ãä� 
ôèðì� � èäåíòè÷íî� òåõíîëîãèå� ñíà÷àë� âûáèðàþ� ïðîèçâîäñòâåííû� 
ìîùíîñòè, � çàòå� êîíêóðèðóþò, óñòàíàâëèâà� ðåçåðâíû� öåíû, êîòîðû� 
îïðåäåëÿþ� ïðîñòåéøè� ôóíêöè� ïðåäëîæåíèÿ. 

Ñëåäóå� îòìåòèòü, ÷ò� í� áîëüøå� ÷àñò� ðåàëüíû� ðûíêî� êàæäû� 
ïðîèçâîäèòåë� ìîæå� íàçíà÷èò� êà� öåíó, òà� � îáúå� âûïóñê� òîâàðà. 
Ïåðâà� ìîäåë� òàêîã� òèï� ïðåäëîæåí� Æ. Áåðòðàíî� [10] � ðàññìàòðè
âàå� ôèðìû-ïðîèçâîäèòåë� � îäèíàêîâûì� � ïîñòîÿííûì� óäåëüíûì� 
ñåáåñòîèìîñòÿì� � íåîãðàíè÷åííûì� ïðîèçâîäñòâåííûì� ìîùíîñòÿìè. 
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ÃËÀÂ� IV. ÂÂÅÄÅÍÈ� � ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓ� ÝÊÎÍÎÌÈÊ�


Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ò� ïðîäàâö� îäíîâðåìåíí� � íåçàâèñèì� íàçíà÷àþ� 
öåí� í� ïðåäëàãàåìû� òîâàð, � ïîêóïàòåë� ðàñêóïàþ� åã� � ïîðÿäê� 
âîçðàñòàíè� öåí: ñíà÷àë� ïðîäóêöè� ôèðì, íàçíà÷èâøè� ìèíèìàëüíó� 
öåíó, çàòåì, åñë� ñïðî� åù� í� óäîâëåòâîðåí, ïðîäóêöè� ôèðì, íàçíà
÷èâøè� ñëåäóþùó� ï� âîçðàñòàíè� öåíó, � ò.ä. Âûïóñ� òîâàð� ïðîèç
âîäèòñ� � ñîîòâåòñòâè� � ïîñòóïèâøèì� çàÿâêàìè. � ìîäåë� Áåðòðàí� 
ðàâíîâåñíû� öåí� ï� Âàëüðàñ� � ï� Íýø� ñîâïàäàþ� ìåæä� ñîáî� � � 
ïðåäåëüíûì� èçäåðæêàìè. Ôèðì� ïîëó÷àþ� íóëåâó� ïðèáûëü. Í� ýòî� 
îñíîâàíè� ìîäåë� êðèòèêîâàëàñ� êà� í� ñîîòâåòñòâóþùà� ðåàëüíîì� ïî
âåäåíè� èãðîêî� (ñì. Á. Àëå� � Ì. Õåëüâè� [2]). Äåéñòâèòåëüíî, îí� í� 
ó÷èòûâàå� ìíîã� âàæíû� àñïåêòîâ, � ÷àñòíîñò� äèíàìè÷åñêîã� õàðàêòå
ð� òîðãîâ, âîçìîæíîñò� ñãîâîð� àãåíòî� � ò.ä. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷ò� ýò� 
àðãóìåíò� íèêà� í� ìîãó� ñëóæèò� îñíîâàíèå� � ïîëüç� âûáîð� ìîäåë� 
Êóðíî. 

Ý. Ýäæâîð� [110],Àëå� � Õåëüâè� [2], � òàêæ� Õ. Âèâ� [32] ðàññìàò
ðèâàë� ìîäåëü, îòëè÷àþùóþñ� î� ïðåäûäóùå� ëèø� òåì, ÷ò� êàæäà� 
ôèðì� õàðàêòåðèçóåòñ� îãðàíè÷åííî� ïðîèçâîäñòâåííî� ìîùíîñòüþ. 
Ýäæâîð� ïîëó÷è� ñëåäóþùå� äîñòàòî÷íî� óñëîâè� ñóùåñòâîâàíè� ðàâ
íîâåñè� ï� Íýøó: åñë� ñóììàðíà� ìîùíîñò� âñå� ïðîèçâîäèòåëå� ç� èñ
êëþ÷åíèå� ïðîäàâö� � ìàêñèìàëüíî� ïðîèçâîäñòâåííî� ìîùíîñòü� ïðå
âûøàå� îáúå� ñïðîñ� ï� öåíå, ðàâíî� óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòè, ò� ðàâ
íîâåñíà� ï� Íýø� öåí� ñîâïàäàå� � öåíî� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñè� � 
ðàâí� óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòè. � ïðîòèâíî� ñëó÷à� ñâîéñòâ� ìîäåë� ñó
ùåñòâåíí� çàâèñÿ� î� ïîðÿäêà, � êîòîðî� ïîòðåáèòåë� ïîëó÷àþ� äîñòó� 
� ïðåäëàãàåìîì� òîâàðó. Êàæäû� ïîòðåáèòåë� õàðàêòåðèçóåòñ� ðåçåðâ
íî� öåíîé: ïîê� äîñòóïíà� öåí� í� òîâà� í� ïðåâûøàå� ðåçåðâíóþ, åã� 
ñïðî� ïîñòîÿíåí, � ï� áîëå� âûñîêè� öåíà� î� í� õî÷å� ïðèîáðåòàò� òî
âàð. Èñõî� îáìåí� ñóùåñòâåíí� çàâèñè� î� òîãî, êàêè� ïîòðåáèòåë� 
(� áîëå� âûñîêèì� èë� � áîëå� íèçêèì� ðåçåðâíûì� öåíàìè) èìåþ� ïðè
îðèòå� ïð� ïîêóïê� òîâàðà. Ïîðÿäî� ïîòðåáèòåëå� îïðåäåëÿå� ôóíêöè� 
îñòàòî÷íîã� ñïðîñà, óêàçûâàþùó� ñïðî� í� òîâà� � çàâèñèìîñò� î� öåí� 
� î� ôàêòè÷åñêîã� ïðåäëîæåíè� òîâàð� ï� ìåíüøè� öåíàì. 

� ëèòåðàòóð� ïîðÿäî� ïîòðåáèòåëå� ÷àñò� çàäàåòñ� � âèä� "ïðàâèë� 
ðàöèîíèðîâàíèÿ". Àëå� � Õåëüâè� [2] ðàññìàòðèâàþ� "ïðîïîðöèîíàëüíî� 
ïðàâèë� ðàöèîíèðîâàíèÿ", ñîãëàñí� êîòîðîì� òîâà� ï� î÷åðåäíî� öåí� 
ïðåäëàãàåòñ� ñëó÷àéíî� âûáîðê� ïîòðåáèòåëåé, � è� ðàñïðåäåëåíè� ï� 
ðåçåðâíû� öåíà� ñîâïàäàå� � ðàñïðåäåëåíèå� â� âñå� ìíîæåñòâ� ïîòðå
áèòåëåé. Åñë� � ýòî� ñëó÷à� îáùà� ìîùíîñò� ïðîèçâîäèòåëåé, äåéñòâóþ
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� 21. Ìîäåë� îðãàíèçàöè� íàëîãîâî� èíñïåêöè�


ùè� í� ðûíêå, íèæå, ÷å� ñïðî� ï� öåíå, ðàâíî� óäåëüíî� ñåáåñòîèìîñòè, 
ò� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿ� � îáùè� ïðåäïîëîæåíèÿ� í� 
ñóùåñòâóåò. Àëå� � Õåëüâè� [2] òàêæ� ðàññìàòðèâàþ� ðàâíîâåñè� ï� Íý
ø� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. Îí� õàðàêòåðèçóþ� ñïåêò� ýòîã� ðàâíîâå
ñè� � ïîêàçûâàþò, ÷ò� ìîíîïîëüíà� öåí� âõîäè� � íåã� � ïîëîæèòåëüíî� 
âåðîÿòíîñòüþ. Ýòî� ðåçóëüòà� ïîäòâåðæäàåò, ÷ò� ïðîäàæíû� öåí� � äàí
íî� ñëó÷à� ìîãó� ñóùåñòâåíí� îòêëîíÿòüñ� êà� î� ðàâíîâåñè� Âàëüðàñà, 
òà� � î� ðàâíîâåñè� Êóðíî. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷ò� ïðèìåíåíè� ñìåøåí
íû� ñòðàòåãè� í� òîâàðíû� ðûíêà� ïðåäñòàâëÿåòñ� ìàëîïðàâäîïîäîá
íûì. Ðàçâåðíóòó� êðèòèê� ï� ýòîì� ïîâîä� ìîæí� íàéò� � ðàáîò� Äæ. 
Ôðèäìàí� [90]. � ðàáîò� [32] Âèâ� ðàññìàòðèâà� "ïðàâèë� ìàêñèìèçàöè� 
ïðèáûë� ïîòðåáèòåëÿ", ñîãëàñí� êîòîðîì� ïîêóïàòåë� îáñëóæèâàþòñ� � 
ïîðÿäê� óáûâàíè� ðåçåðâíî� öåíû. � ýòî� ñëó÷à� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó, 
ñîîòâåòñòâóþùå� êîíêóðåíòíîì� ðàâíîâåñèþ, ñóùåñòâóå� ïð� äîñòàòî÷
í� ýëàñòè÷íî� ñïðîñå. 

Óêàçàííû� ðåçóëüòàò� ïîêàçûâàþò, ÷ò� � äîâîëüí� îáùè� ïðåäïîëî
æåíèÿ� � ìîäåëÿ� öåíîâî� êîíêóðåíöè� í� ñóùåñòâóå� ðàâíîâåñè� ï� Íý
ø� � ÷èñòû� ñòðàòåãèÿõ. À.À. Âàñè� [23] � Ò. Áîðäæå� [14] ðàññìàòðèâàë� 
äðóãî� ïîäõî� � îöåíê� îæèäàåìîã� ñîñòîÿíè� ðûíê� � îòêëîíåíè� î� 
êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. Î� ñâÿçà� � ïîñëåäîâàòåëüíû� èñêëþ÷åíèå� 
äîìèíèðóåìû� ñòðàòåãè� � èññëåäîâàíèå� àäàïòèâíî� äèíàìèê� öåí, � 
÷àñòíîñòè, äèíàìèê� íàèëó÷øè� îòâåòîâ. Ïîëó÷åííû� ðåçóëüòàò� îçíà
÷àþò, ÷ò� òðàäèöèîííû� ïîäõî� � îöåíê� ñòåïåí� êîíêóðåíòíîñò� ðûíê� 
(èìååòñ� � âèä� àíòèìîíîïîëüíî� çàêîíîäàòåëüñòâ� − îí� ãëàñèò, ÷ò� 
ðûíî� ÿâëÿåòñ� êîíêóðåíòíûì, åñë� îòäåëüíû� ïðîèçâîäèòåë� êîíòðî
ëèðóå� íåáîëüøó� äîë� ïðîäàæ) äàëåê� í� âñåãä� ÿâëÿåòñ� àäåêâàòíû� 
� òî÷ê� çðåíè� ïîòåíöèàëüíîã� îòêëîíåíè� ðûíê� î� ñîñòîÿíè� êîíêó
ðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. Â� ìíîãè� ñëó÷àÿ� í� ñàìî� äåë� âàæí� òî, íà
ñêîëüê� áûñòð� ðàñòå� ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� ïîñë� ïðîõîæäåíè� öåí� 
êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ. Îäè� è� ðåçóëüòàòî� çàêëþ÷àåòñ� � òîì, ÷ò� 
ðûíîê, � êîòîðî� ðàâíîâåñè� óñòàíàâëèâàåòñ� ïð� ìàêñèìàëüíî� çàãðóç
ê� ïðîèçâîäñòâåííû� ìîùíîñòåé, îáëàäàå� òåíäåíöèå� � ñóùåñòâåííîì� 
îòêëîíåíè� î� ñîñòîÿíè� êîíêóðåíòíîã� ðàâíîâåñèÿ, äàæ� åñë� êàæäû� 
îòäåëüíû� ïðîèçâîäèòåë� êîíòðîëèðóå� íåáîëüøó� äîë� ðûíêà. Äë� 
íåêîòîðû� òîâàðî� áîëå� àäåêâàòíû� îïèñàíèå� ðûíî÷íî� êîíêóðåíöè� 
ñ÷èòàþòñ� ìîäåë� � ïîñëåäîâàòåëüíû� âûáîðî� öå� � îáúåìî� âûïóñê� 
[90]. 

Óòâåðæäåíè� 19.6 äîïîëíÿå� ðåçóëüòà� Ä. Êðåïñ� � Äæ. Øåéíêìàí� 
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ÃËÀÂ� IV. ÂÂÅÄÅÍÈ� � ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓ� ÝÊÎÍÎÌÈÊ�


[54] � ñîîòâåòñòâè� ñîâåðøåííîã� ïîäûãðîâîã� ðàâíîâåñè� èñõîä� Êóðí� 
� ñëó÷à� ïðèîðèòåò� ïîòðåáèòåëå� � áîëüøèì� ðåçåðâíûì� öåíàìè. 

� 20. Ìîäåë� îïòèìàëüíîã� âûáîð� íàëîãîâû� ñòàâî� ðàññìàòðèâàþò
ñ� ýêîíîìèêî� îáùåñòâåííîã� ñåêòîð� (ñì. À. Àòêèíñî� � Äæ. Ñòèãëè� 
[4], Ã. Ìàéë� [62], Ñ.Ì. Ìîâøîâè� � äð. [66]) � ðàáîòà� À.À. Âàñèí� � 
Å.È. Ïàíîâî� [24], À.À. Âàñèí� � Ï.À. Âàñèíî� [26], À.À. Âàñèí� � äð. [27] 
ïîêàçàíî, ÷ò� óêëîíåíè� î� íàëîãî� ñóùåñòâåíí� âëèÿå� í� îïòèìàëüíû� 
âûáî� íàëîãî� � íàëîãîâû� ñòàâîê. 

� 21. Îñíîâíî� ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñ� � îïòèìàëüíîì� àóäèò� ïðÿ
ìû� íàëîãîâ, ïðèíàäëåæè� È. Ñàí÷å� � Äæ. Ñîáåë� [86]. Îí� ðàññìîò
ðåë� ãðóïï� íàëîãîïëàòåëüùèêî� ñ� ñëó÷àéíû� ðàñïðåäåëåíèå� äîõî
äà, çàäàííû� ïîëîæèòåëüíî� ïëîòíîñòü� � èíòåðâàë� [l, h]. Äë� ëþ
áîã� äîõîä� I íàëî� îïðåäåëÿåòñ� çàâèñèìîñòü� T (I), óñòàíàâëèâàåìî� 
ïðàâèòåëüñòâîì. Íàëî� ñòðîã� âîçðàñòàå� ï� I. Ðóêîâîäñòâ� èíñïåêöè� 
óñòàíàâëèâàå� âåðîÿòíîñò� ïðîâåðê� p(I) � çàâèñèìîñò� î� ïðîäåêëàðè
ðîâàííîã� äîõîä� I. � ñëó÷à� îáíàðóæåíè� íåïðîäåêëàðèðîâàííîã� äî
õîä� øòðà� ïðîïîðöèîíàëå� íåäîïëà÷åííîì� íàëîã� � êîýôôèöèåíòî� 
1 + π > 1 (òà� êà� øòðà� âêëþ÷àå� íåäîïëà÷åííû� íàëîã). Äë� çàäà
÷� ìàêñèìèçàöè� ÷èñòîã� íàëîãîâîã� äîõîä� ðàáîò� [86] ïîêàçûâàåò, ÷ò� 
îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ïðîâåðî� âñåãä� îòíîñèòñ� � êëàññ� "ïîðîãîâû� 
ïðàâèë": � 

1/(1 + π), I < I, 
p∗(I) = 

0, I ≥ I. 

äë� íåêîòîðîã� I ∈ [l, h]. Èòàê, êàæäû� ïðîäåêëàðèðîâàííû� äîõî� I < I 
ïðîâåðÿåòñ� � âåðîÿòíîñòü� 1/(1+π) − ìèíèìàëüíî� âåðîÿòíîñòüþ, ïð� 
êîòîðî� íåâûãîäí� äåêëàðèðîâàò� I äë� ëþáîã� ðåàëüíîã� äîõîä� I � > I. 

Ô. Êîóýë� � Ã. Ãîðäî� [51] ñðàâíèâàþ� ðàçëè÷íû� äîñòóïíû� ñòðàòå
ãè� ïðîâåðî� ïð� ñáîð� êîñâåííîã� íàëîãà. Àâòîð� ìîäåëèðóþ� óêëîíå
íè� î� óïëàò� íàëîãî� ñëåäóþùè� îáðàçîì. Ôèðìà-íàëîãîïëàòåëüùè� 
äåëàå� âûáî� ìåæä� íàëîãîîáëàãàåìî� äåÿòåëüíîñòü� � äåÿòåëüíîñòü� 
� òåíåâî� ñåêòîð� ýêîíîìèêè. Åñë� ôèðì� ïîäâåðãàåòñ� ïðîâåðê� � âû
ÿâëÿåòñ� å� äåÿòåëüíîñò� � òåíåâî� ñåêòîðå, ò� å� îáÿçûâàþ� âûïëàòèò� 
íåäîñòàþùè� íàëî� � íàêàçûâàþ� øòðàôîì. Âåðîÿòíîñò� ïðîâåðê� çà
âèñè� î� äåêëàðàöè� ï� ïðàâèë� "îòñå÷åíèÿ", ò.å. ôèðìû, äåêëàðèðó
þùè� äîõî� ìåíüøå, ÷å� îïðåäåëåííà� âåëè÷èíà, âñåãä� ïðîâåðÿþòñÿ. 
Óñòàíàâëèâàþòñ� óñëîâèÿ, ïð� êîòîðû� îïòèìàëüíû� ñëó÷àéíû� àóäè� 
áîëå� ýôôåêòèâåí, ÷å� îïòèìàëüíî� ïðàâèë� îòñå÷åíèÿ, � íàîáîðîò. 
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Ñâÿç� ìåæä� óêëîíåíèå� î� óïëàò� íàëîãî� � êîððóïöèå� èññëåäî
âàëàñ� â� ìíîãè� ðàáîòà� (ñì., íàïðèìåð, Ï. ×àíäëå� � Ë. Óàéëü� [108], 
À.À. Âàñè� � Î.Á. Àãàïîâ� [25], Ë.Å. Ñîêîëîâñêè� [87]). 

×àíäëå� � Óàéëü� [108] îïèñûâàþ� âçàèìîäåéñòâè� íàëîãîâû� èí
ñïåêòîðî� (àóäèòîðîâ) � íàëîãîïëàòåëüùèêî� òàê, êà� ýò� ñäåëàí� � ïî
ñëåäíå� � 21. Îòëè÷è� î� íàøåã� ïîäõîä� ñîñòîè� � òîì, ÷ò� âåðîÿòíîñò� 
àóäèòîðñêî� ïðîâåðê� îïðåäåëÿåòñ� ðàâíîâåñíûì� ï� Íýø� ñòðàòåãèÿì� 
èãðîêîâ, � ò� âðåìÿ, êà� âåðîÿòíîñò� ïîâòîðíî� ïðîâåðê� ïðåäïîëàãàåò
ñ� ôèêñèðîâàííîé. � íàøå� ïîäõîä� (íàçûâàåìî� � çàïàäíî� ëèòåðàòóð� 
"principal-agent") âåðîÿòíîñò� ïðîâåðî� (ò.å. ñòðàòåãè� öåíòðà) í� ôèê
ñèðîâàí� � îïðåäåëÿþòñ� � ðåçóëüòàò� ðåøåíè� èåðàðõè÷åñêî� èãð� Γ1. 

��22. Ðåøåíè� óïðàæíåíè� 

2.1. Í� ìîæåò, ïîñêîëüê� ÷èñë� 7 í� ïðåäñòàâèì� � âèä� ïðîèçâåäåíè� 
k l äâó� íàòóðàëüíû� ÷èñå� k, l ≤ 3.· 

2.2. Ïð� ôèêñèðîâàííî� x ãðàôè� ôóíêöè� F (x, y) ïðåäñòàâëÿå� ñî
áî� ïàðàáîë� âåòâÿì� âíèç. Ïîýòîì� ôóíêöè� ìèíèìóì� 

W (x) = min F (x, y) = F (x, y(x)) = min[F (x, −1), F (x, 2)]. 
−1≤y≤2 

Ôóíêöè� íàèëó÷øåã� îòâåò� âòîðîã� èãðîê� 

y(x) = 
2, F (x, −1) ≥ F (x, 2)

= 
2, −1 ≤ x ≤ 7/4, 

−1, F (x, −1) < F (x, 2) −1, 7/4 < x ≤ 3. 

Ôóíêöè� ìèíèìóì� 

F (x, 2) = −x2 + 11x − 24, −1 ≤ x ≤ 7/4,
W (x) = 

F (x, −1) = −x2 − x − 3, 7/4 < x ≤ 3. 

Îòñþä� x0 = 7/4 � v = W (x0) = −125/16. 
Äàëåå, ôóíêöè� ìàêñèìóì� M(y) = max F (x, y) = F (x(y), y). Ôóíê

öè� íàèëó÷øåã� îòâåò� ïåðâîã� èãðîêà
−2≤x≤3 

x = (4y + 3)/2, −1 ≤ y ≤ 3/4, 
x(y) = 

3, 3/4 < y ≤ 2, 
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Ñëåäîâàòåëüíî,


F (x, y), −1 ≤ y ≤ 3/4,
M(y) = 

F (3, y), 3/4 < y ≤ 2. 

Îòñþä� 

v = min M(y) = min[F (x y=−1, −1), F (3, 2)] = −11/4, y 0 

−1≤y≤2 
| = −1. 

2.3. Äîêàæåì, ÷ò� (x0, y0) − ε-ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). Äë� 
ëþáîã� y ∈ Y èìåå� 

F (x0, y) ≥ v =

= inf F (x0, y) = v − ε = sup F (x, y0) − ε ≥ F (x0, y0) − ε.


y∈Y x∈X 
Îòñþä� F (x0, y0) ≤ F (x0, y) + ε ∀y ∈ Y. Âòîðî� íåðàâåíñòâ� è� îïðåäå
ëåíè� ε-ñåäëîâî� òî÷ê� äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷íî. 

2.4. Ïóñò� âûïîëíåí� ðàâåíñòâ� (2.4). Ïîëîæè� v = v = v. Äë� ëþ
áîã� ε > 0 âîçüìå� xε, yε − ε-ìàêñèìèííó� � ε-ìèíèìàêñíó� ñòðàòåãèè, 
ò.å. 

v − ε ≤ inf F (x ε , y), sup F (x, y ε) ≤ v + ε. 
y∈Y x∈X 

Îòñþä� v − ε ≤ F (xε, yε) ≤ v + ε � ïð� ëþáî� x ∈ X 

F (x, y ε) ≤ v + ε ≤ F (x ε , y ε) + 2ε ⇒ F (x, y ε) − 2ε ≤ F (x ε , y ε). 

Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñ� íåðàâåíñòâ� 

F (x ε , y ε) ≤ F (x ε , y) + 2ε ∀y ∈ Y. 

Òàêè� îáðàçîì, ïàð� (xε, yε) − 2ε-ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). 
Îáðàòíî, ïóñò� ïàð� (xε, yε) − ε-ñåäëîâà� òî÷ê� ôóíêöè� F (x, y). 

Òîãä� 

F (x, y ε) − ε ≤ F (x ε , y ε) ≤ F (x ε , y) + ε ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y. 

Îòñþä� ñëåäóþ� íåðàâåíñòâ� 

v − ε ≤ v − ε ≤ sup F (x, y ε) − ε ≤ inf F (x ε , y) + ε ≤ v + ε ≤ v + ε 
x∈X y∈Y 

� xε, yε − 2ε-ìàêñèìèííà� � 2ε-ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãèè. Êðîì� òîãî, 
v ≤ v ≤ v + 2ε. Ïîñêîëüê� ε > 0 ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì, ÷ò� v = v. 
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2.5. Âîçüìå� ëþáû� äâ� òî÷ê� z(1) =6 z(2) ∈ Em � ëþáî� ÷èñë� 
λ ∈ (0, 1). Òîãä� íåðàâåíñòâ� ( )2 ( )2 ( )2 

λzi 
(1) 

+ (1 − λ)zi 
(2) ≤ λ zi 

(1) 
+ (1 − λ) zi 

(2) 
(22.1) 

ýêâèâàëåíòí� íåðàâåíñòâ� ( )2 

0 ≤ λ(1 − λ) zi 
(1) − zi 

(2) 
. 

Ïîñëåäíå� âûïîëíÿåòñ� êà� ñòðîãîå, åñë� zi 
(1) 

= zi 
(2) 
. Ñóììèðó� ï� i íåðà

âåíñòâ� (22.1), ïîëó÷è� 

m � m � m (∑ )2 ∑ )2 ∑ )2 

λz
(1) 

+ (1 − λ)z
(2) 

< λ z
(1) 

+ (1 − λ) z
(2) 

,i i i i 

i=1 i=1 i=1 

m

÷ò� � îçíà÷àå� ñòðîãó� âûïóêëîñò� ôóíêöè� zi 
2 . 

i=1 

2.6. Ïóñò� ñòðîã� âûïóêëà� ôóíêöè� h(z) äîñòèãàå� ìèíèìóì� � òî÷
êà� 

(1) 

z
+ 

(1) 

z
=6 z(2) âûïóêëîã� êîìïàêò� Z ⊂ Em . Òîãä� 

(z (2))/2 ∈ Z � è� ñòðîãî� âûïóêëîñò� ôóíêöè� h(z) 

h((z(1) + z(2))/2) < (h(z(1)) + h(z(2)))/2 = min h(z), 
z∈Z 

÷ò� ïðîòèâîðå÷è� îïðåäåëåíè� ìèíèìóìà. 
3.1. Äîêàæåì, ÷ò� p0 = q0 = (1/2, 1/2) − îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� 

ñòðàòåãè� èãðîêîâ, � v = 0 − çíà÷åíè� èãðû. Äåéñòâèòåëüíî, äë� ëþáû� 
p ∈ P, q ∈ Q 

2 2

A(p, q 0) = aijqj 
0 pi ≡ 0 = A(p 0 , q 0) ≡ A(p 0 , q) 

i=1 j=1 

� òðîéê� (p0, q0 , 0) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 
3.2. L = (a11, ...amn; p1q1, ..., pmpn). 
3.3. Çàìåòèì, ÷ò� äë� ëþáî� ëîòåðå� L u(L) ∈ [0, 1],� è� àêñèî� V III 

� V âûòåêàåò, ÷ò� L ∼ (A1, Ak; u(L), 1 − u(L)). 
Âîçüìå� äâ� ïðîèçâîëüíû� ëîòåðå� L1 � L2. Èìåå� 

Li ∼ (A1, Ak; u(Li), 1 − u(Li)), i = 1, 2. Åñë� u(L1) = u(L2), ò� L1 ∼ L2, � 
åñë� u(L1) > u(L2), ò� ï� ëåìì� 3.3 L1 � L2. 
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Ïóñò� v(L) − äðóãà� ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþøà� ñâîéñòâà� 1)−3), 
ñôîðìóëèðîâàííû� � òåîðåì� 3.4. Ïîäáåðå� êîíñòàíò� c, b, èñõîä� è� 
ðàâåíñò� v(A1) = cu(A1) + b, v(Ak) = cu(Ak) + b. Îòñþäà, èñïîëüçó� 
ðàâåíñòâ� u(A1) = 1, u(Ak) = 0, íàõîäèì, ÷ò� c = v(A1) − v(Ak) > 0, 
b = v(Ak). 

Äë� ëþáîã� l = 2, ..., k−1 èìåå� Al ∼ rlA1 +(1−rl)Ak. Ñëåäîâàòåëüíî, 
äë� ïðîèçâîëüíî� ëîòåðå� L = (A1, ..., Ak; x1, ..., xk) 

∑k k

v(L) = xlv(Al) = xl(rlv(A1) + (1 − rl)v(Ak)) = 
l=1 l=1 

k k

= xl(rl(c + b) + (1 − rl)b) = cxlrl + b = cu(L) + b. 
l=1 l=1 

4.1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñò� (p0, q0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòå
ãèÿ� èãð� � ìàòðèöå� A. Òîãä� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� 

A(p, q 0) ≤ A(p 0 , q 0) = v ≤ A(p 0 , q) ∀p ∈ P, ∀q ∈ Q. 

� ÷àñòíîñòè, îí� ñïðàâåäëèâ� äë� ëþáû� ÷èñòû� ñòðàòåãè� èãðîêî� 

A(i, q0) ≤ v ≤ A(p 0, j), i = 1, ..., m, j = 1, ..., n. (∗) 

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñò� äë� òðîéê� (p0, q0, v) âûïîëíåí� óñëîâè� (∗). 
Âîçüìå� ëþáó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� p ïåðâîã� èãðîêà, äîìíîæè� íåðà
âåíñòâ� A(i, q0) ≤ v í� pi � ñëîæè� èõ. � ðåçóëüòàò� ïîëó÷è� 

m

A(p, q0) ≤ v pi = v. Àíàëîãè÷íî, äë� ëþáî� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� q 
i=1 

âòîðîã� èãðîê� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� v ≤ A(p0, q). Èòàê, A(p, q0) ≤ v ≤
A(p0, q) ∀p ∈ P, ∀q ∈ Q. 

Ïîëàãà� çäåñ� p = p0, q = q0 , ïîëó÷è� A(p0, q0) = v � (p0, q0, v) −
ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 

4.2. Ïóñò� (p0, q0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� � ìàò
ðèöå� A. Òîãä� ï� óñëîâè� (∗) 

A(i, q0) ≤ v ≤ A(p 0, j), i = 1, ..., m, j = 1, ..., n. 

Äàëåå, B(i, q0) = A(i, q0) + c, B(p0, j) = A(p0, j) + c. Îòñþä� 

B(i, q0) ≤ v + c ≤ B(p 0, j), i = 1, ..., m, j = 1, ..., n 
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� (p0, q0, v + c) − ðåøåíè� èãð� � ìàòðèöå� B. 
4.3. Ï� îïðåäåëåíè� âûðàâíèâàþùå� ñòðàòåãè� ψ0 

F (x, ψ0) ≡ v F (ϕ, ψ0) ≡ v = F (ϕ0, ψ0) ≤ F (ϕ0, ψ) ∀ψ ∈ {ψ}.⇒ 

Îòñþä� òðîéê� (ϕ0, ψ0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿõ. 
3 1 0

4.4. � èãð� � ìàòðèöå� ñìåøàííà� ñòðàòåãè� âòîðîã� èã
0 1 3 

ðîê� q0 = (1/2, 0, 1/2) ÿâëÿåòñ� âûðàâíèâàþùåé, í� í� îïòèìàëüíîé. 
4.5. Íàéäå� âûðàâíèâàþùó� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� q0 âòîðîã� èãðî

êà. È� ñîîáðàæåíè� ñèììåòðè� ïîëîæè� q1
0 = q4

0, q2
0 = q3

0 . Òîãä� ïîëó÷è� 
ñèñòåì� óðàâíåíè� 

q1
0 + aq2

0 = aq1
0 + q2

0 + aq2
0 = v, q1

0 + q2
0 = 1/2. 

Îòñþä� q0 = 0.5(2 − a)−1, q0 = (1 − a)q1
0, v = (1 + a − a2)q1

0 . Ïîñêîëüê� 1 2 

ìàòðèö� A − ñèììåòðè÷íàÿ, ñìåøàííà� ñòðàòåãè� p0 = q0 ïåðâîã� èã
ðîê� òàêæ� ÿâëÿåòñ� âûðàâíèâàþùåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðàòåãè� p0 � q0 

îïòèìàëüíû, � v − çíà÷åíè� èãðû. 
4.6. Ïîñêîëüê� X ⊂ {ϕ} � Y ⊂ {ψ}, 

v = max min F (x, y) ≤ max min F (ϕ, y) = v = 
x∈X y∈Y ϕ∈{ϕ} y∈Y 

= min max F (x, ψ) ≤ min max F (x, y) = v. 
ψ∈{ψ} x∈X y∈Y x∈X 

4.7. Âîçüìå� ëþáî� ε > 0 � îòðåçî� [a′, b′] äëèíû, ìåíüøå� ε, � ñîäåð
æàùè� âíóòð� ñåá� òî÷ê� x0 . Ïóñò� x0 − òî÷êà, � êîòîðî� ôóíêöè� ϕ(x) 
èìåå� ñêà÷î� âåëè÷èí� δ > 0. Òîãä� � ñèë� å� ìîíîòîííîñò� ñïðàâåäëèâ� 
íåðàâåíñòâ� ϕ(b′) − ϕ(a′) ≥ δ > 0. 

Ïóñò� � òî÷ê� x0 ôóíêöè� ϕ(x) äèôôåðåíöèðóåì� � ϕ′(x0) > 0. Òîãä� 
ϕ(b′) − ϕ(a′) > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöè� ϕ(x) í� óáûâàå� � ï� îïðå
äåëåíè� ïðîèçâîäíî� íàéäåòñ� òàêà� òî÷ê� x� > x0 , áëèçêà� � x0 , ÷ò� 
ϕ(x′) > ϕ(x0). 

4.8. Ïóñò� òðîéê� (p0, q0, v) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãèÿ� èãð� 
� ìàòðèöå� A. Äîêàæå� óòâåðæäåíè� 1). Ï� óñëîâè� (∗) 

A(i, q0) ≤ v, i = 1, ..., m. (22.2) 
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Ïðåäïîëîæè� ïðîòèâíîå. Òîãä� íàéäåòñ� òàêà� ÷èñòà� ñòðàòåãè� i1 ïåð
âîã� èãðîêà, ÷ò� p0 

i1 
> 0 � A(i1, q

0) < v. Äîìíîæè� îá� ÷àñò� i-ã� íåðà
âåíñòâ� (22.2) í� p0 

i � ñëîæè� íåðàâåíñòâà. Ïîñêîëüê� íåðàâåíñòâ� � íî
ìåðî� i1 ïîñë� äîìíîæåíè� í� pi

0 
1 
îñòàíåòñ� ñòðîãèì, ïîëó÷è� 

A(p0, q0) < v = A(p0, q0) (ïðîòèâîðå÷èå). 
Óòâåðæäåíè� 2) äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷íî. 
5.1. Ïóñò� ñòðîê� i1 ìàòðèö� A ñëàá� äîìèíèðóå� ñòðîê� i2. Åñë� 

ñòðàòåãè� i2 − ìàêñèìèííàÿ, ò� ñòðàòåãè� i1 òàêæ� ÿâëÿåòñ� ìàêñèìèí
íî� êà� äë� ìàòðèö� A, òà� � äë� ðåäóöèðîâàííî� ìàòðèö� � âû÷åðê
íóòî� i2-î� ñòðîêîé. Ïð� ýòî� íèæíå� çíà÷åíè� èãð� ïîñë� èñêëþ÷åíè� 
ñòðîê� í� ìåíÿåòñÿ. 

Àíàëîãè÷íî� çàìå÷àíè� ñïðàâåäëèâ� � äë� ñëó÷àÿ, êîãä� ñòîëáå� j1 
ñëàá� äîìèíèðóåòñ� ñòîëáöî� j2, � ñòðàòåãè� j2 ÿâëÿåòñ� ìèíèìàêñíîé. 

Ïîñë� èñêëþ÷åíè� ñëàá� äîìèíèðóåìû� ñòðî� � ñëàá� äîìèíèðóþ
ùè� ñòîëáöî� � ðàñïîðÿæåíè� èãðîêî� îñòàþòñ� ìàêñèìèííà� � ìèíè
ìàêñíà� ñòðàòåãè� èãðîêî� èñõîäíî� ( � ðåäóöèðîâàííîé) èãðû, îáðàçó
þùè� ñåäëîâó� òî÷êó. 

5.2. Âûïèøå� ìàòðèö� èãð� 

(2, 0) (1, 1) (0, 2)
⎛
 ⎞

(3, 0) 1 2 3
⎝
 1 1 2


2 1 1


⎠
(2, 1)

A =


(1, 2)

(0, 3) 3 2 1 

Ñòðîê� 2 ñëàá� äîìèíèðóåòñ� ñòðîêî� 1, � ñòðîê� 3 − ñòðîêî� 4. Ïîñë� 
âû÷åðêèâàíè� ñëàá� äîìèíèðóåìû� ñòðîê, çàìå÷àåì, ÷ò� ñòîëáå� 2 ðàâå� 
ïîëóñóìì� ñòîëáöî� 1 � 3 � ïîýòîì� åã� ìîæí� âû÷åðêíóòü. � ðåçóëüòàò� 

(2, 0) (0, 2)


(3, 0) 1 3
ïîëó÷àåòñ� ìàòðèö� B = . Îòñþä� íàõîäè� ðåøå

(0, 3) 3 1 
íè� èñõîäíî� èãðû: p0 = (1/2, 0, 0, 1/2), q0 = (1/2, 0, 1/2), v = 2. Îòìåòèì, 
÷ò� ÷èñòà� ñòðàòåãè� 2 âòîðîã� èãðîê� òàêæ� îïòèìàëüíà. 

5.3. Çäåñ� l1(p1) = 3p1, l2(p1) ≡ 1 � l3(p1) = 3(1 − p1). Ôóíêöè� 
min lj(p1) äîñòèãàå� ìàêñèìóì� � òî÷êà� îòðåçê� [1/3,2/3]. Ïîýòîì� ìíî

1≤j≤3 

æåñòâ� âñå� îïòèìàëüíû� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� èìåå� 
âè� P 0 = {p0 ∈ P | 1/3 ≤ p1

0 ≤ 2/3}. Âòîðî� èãðî� èìåå� åäèíñòâåííó� 
îïòèìàëüíó� ÷èñòó� ñòðàòåãè� 2. 
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5.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� òî÷ê� z0 í� ÿâëÿåòñ� êðàéíå� òî÷êî� ìíîæå
ñòâ� Z � ïðåäñòàâèì� � âèä� z0 = λz� + (1 − λ)z′′, z� = z′� ∈ Z, 0 < λ < 1. 

2 

6
Ïîñêîëüê� ôóíêöè� |z| ñòðîã� âûïóêë� í� ìíîæåñòâ� Z (ñì. óïðàæíå
íè� 2.4), 

z 0 2 = λz� + (1 − λ)z′′ 2 < λ z′ 2 + (1 − λ) z′′ 2 ≤ max z 2 ,| | | | | | | |
z∈Z 

| |

÷ò� ïðîòèâîðå÷è� îïðåäåëåíè� òî÷ê� z0 . 
5.5. Ìíîæåñòâ� Z∗ = Arg max h(z) − âûïóêëû� êîìïàêò. Ïóñò� z0 

z∈Z 
− åã� êðàéíÿ� òî÷êà. Ïîêàæåì, ÷ò� z0 − êðàéíÿ� òî÷ê� ìíîæåñòâ� Z. 
Ïóñòü, íàïðîòèâ, íàéäóòñ� òàêè� òî÷ê� z� = z′� ìíîæåñòâ� Z � òàêî� 

0 

6
÷èñë� 0 < λ < 1, ÷ò� z = λz� + (1 − λ)z′′. Òîãä� ï� êðàéíå� ìåð� îäí� è� 
òî÷å� z� èë� z′� í� ïðèíàäëåæà� ìíîæåñòâ� Z∗. Ïîýòîì� h(z0) = 
λh(z′) + (1 − λ)h(z′′) < max h(z) (ïðîòèâîðå÷è� � îïðåäåëåíèå� z0). 

z∈Z 
5.6. Ïóñò� îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� p0 ïåðâîã� èãðîê� óäîâëåòâîðÿå� 

ñèñòåì� óðàâíåíè� (5.3), ãä� v − çíà÷åíè� èãðû, � ìàòðèö� B = (ailjt )k×k 
− íåâûðîæäåííàÿ. Ïîêàæåì, ÷ò� p0 − êðàéíÿ� îïòèìàëüíà� ñìåøàííà� 
ñòðàòåãèÿ. Ïðåäïîëîæè� ïðîòèâíîå, ò.å. p0 ïðåäñòàâèì� � âèä� p0 = λp� + 
(1 − λ)p′′, ãä� p� =6 p′� ∈ P 0 , 0 < λ < 1. È� ðàâåíñò� 

p 0 
i = 0 = λp′i + (1 − λ)p′′i ∀i =6 il, l = 1, ..., k, 

ñëåäóåò, ÷ò� p′i = p′′i = 0 ∀i =6 il, l = 1, ..., k. Ïîñêîëüê� p′, p′� − îïòèìàëü
íû� ñìåøàííû� ñòðàòåãèè, 

A(p′, jt) ≥ v, A(p′′, jt) ≥ v, t = 1, ..., k. (22.3) 

Ïîêàæåì, ÷ò� íåðàâåíñòâ� (22.3) ìîãó� âûïîëíÿòüñ� òîëüê� êà� ðàâå�

ñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� íàéäåòñ� òàêî� íîìå� t1,

÷ò� A(p′, jt1 ) > v, A(p′′, jt1 ) ≥ v. Óìíîæà� ïåðâî� íåðàâåíñòâ� í� λ, �

âòîðî� í� 1 − λ � ñêëàäûâà� èõ, ïîëó÷è� A(p0, jt1 ) > v (ïðîòèâîðå÷èå).


Èòàê, 

k

A(p′, jt) = A(p′′, jt) ⇒ (p′il − pi
′′
l 
)ailjt = 0, t = 1, ..., k. 

l=1 

È� íåâûðîæäåííîñò� ìàòðèö� B ïîëó÷èì, ÷ò� 
p′il = p′′ , l = 1, ..., k p� = p′� (ïðîòèâîðå÷èå).il 

⇒ 
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5.7. Ïóñò� B = 
−1 0 

. Òîãä� ìàòðèö� ñèñòåì� (5.3) � å� ðàñøè
0 1 

ðåííà� ìàòðèö�  ⎞ 
−1 0 −1 | 0  0 1 −1 | 0⎠ 

1 1 0 | 1 

èìåþ� ðàíã� 2 � 3 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ï� òåîðåì� Êðîíåêåðà
Êàïåëë� ñèñòåì� (5.3) í� èìåå� ðåøåíèÿ. 

5.8. Ïðîäåëàå� 8 øàãî� ï� àëãîðèòì� Áðàóíà. 
Ïðîäîëæåíè� òàáëèö� 5.1. 

k ik c1() c2() c3() v1() jk d1() d2() d3() v2() 

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

3 
3 
3 
2 
2 
2 
2 
2 

10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 

8 
11 
14 
17 
20 
23 
26 
29 

17 
14 
11 
8 
5 
2 
-1 
-4 

17/11 
7/6 
14/13 
17/14 
4/3 
23/16 
26/17 
29/18 

2 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

13 
12 
11 
13 
15 
17 
19 
21 

11 
14 
17 
17 
17 
17 
17 
17 

9 
6 
3 
6 
9 
12 
15 
18 

9/11 
1/2 
3/13 
3/7 
3/5 
3/4 
15/17 
17/18 

Îòñþä� v1
∗(18) = 1, v2

∗(18) = 17/18 ε = 1/18. Äàëåå,⇒ 
t1 = 8, t2 = 18, p(18) = (1/9, 11/18, 5/18), q(8) = (1/8, 5/8, 1/4). 

6.1. Ïóñò� Dα = [aα, bα], α ∈ L − ñåìåéñòâ� îòðåçêîâ, ëþáû� äâ� 
è� êîòîðû� èìåþ� íåïóñòî� ïåðåñå÷åíèå. Äîêàæåì, ÷ò� íàéäåòñ� òî÷ê� 
x0 ∈ Dα ∀ α ∈ L. Çàìåòèì, ÷ò� è� óñëîâè� òåîðåì� aα ≤ bβ ∀ α, β ∈ L. 

def def 
Ñëåäîâàòåëüíî, a = sup aα ≤ b = inf bβ. Ëþáà� òî÷ê� x0 ∈ [a, b] ÿâëÿåòñ� 

α∈L β∈L
èñêîìîé. 

6.2. Ïîëîæè� y1 = (0, 0), y2 = (0, 1), y3 = (1, 0), y4 = (1, 1). Ï� àíà
ëîãè� � ïðèìåðî� 6.1 ïîêàæåì, ÷ò� 

4

(x0, ψ0, v) = ((1/2, 1/2), Iyj /4, 1/2) − ðåøåíè� � ñìåøàííû� ñòðàòåãè
j=1 

ÿõ. Ïðîâåðè� óñëîâè� (∗). Ôóíêöè� 

4� 1 
F (x, ψ0) = [1 − (x1 − y1

j)2 − (x2 − y2
j)2]

4
j=1 
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ñòðîã� âîãíóò� ï� x = (x1, x2). Èìåå� 

∑4 4

Fx
′
1 

= − (x1 − y1
j) = 0, Fx

′
2 

= − (x2 − y2
j) = 0. 

j=1 j=1 

Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� max F (x, ψ0) äîñòèãàåòñ� � òî÷ê� x0 = (1/2, 1/2) � 
x∈X 

ðàâå� 1/2. Äàëåå, 
min F (x0, y) = F (x0, y1) = 1/2 = max F (x, ψ0) 
y∈Y x∈X 

� óñëîâè� (∗) âûïîëíåíî. 
6.3. Äë� íîðìàëüíîã� ðàñïðåäåëåíè� 

F (x, c) = σ2 c 2/n + (c1 − 1)2 x 2 + 2c2(c1 − 1)x + c2
2 .1

Ñòðàòåãè� ñòàòèñòèê� y0(z) = c1
0z +c2

0 áóäå� âûðàâíèâàþùåé, åñë� c1
0 = 1. 

Ïð� ýòî� çíà÷åíè� ôóíêöè� ðèñê� áóäå� ìèíèìàëüíûì, åñë� c2
0 = 0. 

Åñë� c1 = 16 , ò� sup F (x, c) = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííà� ðåøàþùà� 
x≥0 

ôóíêöè� y0(z) = z − ìèíèìàêñíà� ñòðàòåãè� ñòàòèñòèêà. 
7.1. Çàìåòèì, ÷ò� sup F (x, d0) = sup p1(x) = 1 � ñòðàòåãè� y = d0 

0≤x≤d0 0≤x≤d0 
í� ìîæå� áûò� ìèíèìàêñíîé. Ïóñò� 0 ≤ y < d0. Òîãä� 

sup F (x, y) = 
0≤x≤d0 

= max[ sup (1 − p2(y))p1(x), sup p1(x)] = max[1 − p2(y), p1(y)]. 
0≤x≤y y<x≤d0 

Ôóíêöè� 1 − p2(y) âîçðàñòàåò, � ôóíêöè� p1(y) óáûâàå� ï� y. Ñëåäîâà
òåëüíî, ôóíêöè� max[1−p2(y), p1(y)] äîñòèãàå� ìèíèìóì� � òî÷ê� y = d∗. 
Èòàê, v = p1(d

∗). 
8.1. Ïîëîæè� 

w = max min max min max min F (xT , yT ). 
x1∈U1 y1∈V1 x2∈U2(x1,y1) y2∈V2(x1,y1) 

· · · 
xT ∈UT (αT ) yT ∈VT (βT ) 

Îïðåäåëè� ñòðàòåãè� x̃0 = (x̃0 t = 1, ..., T ) ïåðâîã� èãðîêà: ïð� ëþáû� t , 
t = 1, ..., T � αt = (xt−1, yt−1) 

x̃0(αt) ∈ Arg max min max min F (xT , yT ).t 
xt∈Ut(αt) yt∈Vt(βt) 

· · · 
xT ∈UT (αT ) yT ∈VT (βT ) 
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Òîãä� äë� ëþáî� ñòðàòåãè� ỹ âòîðîã� èãðîê� 

def x̃0 

F (x̃ 0 , ỹ) ≥ min F (x̃ 0 , yT −1, yT ) = T 

yT ∈VT (βT ) 

= max min F (x̃1, ..., x̃T −1, xT , ỹ1, ..., ˜
xT ∈UT (αT ) ỹT ∈VT (βT )

0 0 yT −1, yT ) ≥ · · · ≥ w. 

Ñëåäîâàòåëüíî, 
min F (x̃ 0 , ỹ) ≥ w. 
ỹ∈Ỹ

� äðóãî� ñòîðîí� äë� ñòðàòåãè� ỹ∗ = (ỹt 
∗, t = 1, ..., T ) âòîðîã� èãðîêà, 

îïðåäåëÿåìî� óñëîâèÿìè: ïð� ëþáû� t = 1, ..., T � 
βt = (xt−1, yt−1) ỹt 

∗(βt) ∈ 

∈ Arg min max min F (x̃1
0 , ..., x̃0 , xt+1, ..xT , yT ), 

yt∈Vt(βt) xt+1∈Ut+1(αt+1) 
· · · 

yT ∈VT (βT ) 
t 

âûïîëíåí� ðàâåíñòâ� F (x̃0 , ỹ∗) = w. Îòñþä� w = v. 
Ôîðìóë� äë� v âûâîäèòñ� àíàëîãè÷íî. 
8.2. Ïîëîæè� 

F1
1(α, β) = max min aij, F1

2(α, β) = min max aij, α, β = 1, 2. 
i∈Mα j∈Nβ j∈Nβ i∈Mα 

Ïð� ýòî� 

(F1
1(α, β))2×2 = 

3 0 
, (F1

2(α, β))2×2 = 
5 2 

2 3 2 3 

� 
v = max min F1

1(α, β)) = 2, v = min max F1
2(α, β)) = 3. 

α=1,2 β=1,2 β=1,2 α=1,2 

9.1. Îïðåäåëåíè� ñåäëîâî� òî÷ê� (x0, y0) ôóíêöè� F (x, y) í� X × Y 
ìîæí� çàïèñàò� ñëåäóþùè� îáðàçîì: 

F (x 0 , y 0) = max F (x, y 0), −F (x 0 , y 0) = max (−F (x 0 , y)), 
x∈X y∈Y 

÷ò� ñîâïàäàå� � îïðåäåëåíèå� ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. 
9.2. Ïóñò� � èãð� âîçíèêë� ñèòóàöè� (1,1). Òîãä� âûãîäí� îòêëîíèòüñ� 

ïåðâîì� èãðîê� � âîçíèêíå� ñèòóàöè� (2,1). Òåïåð� âûãîäí� îòêëîíèòüñ� 
âòîðîì� èãðîêó, âîçíèêíå� ñèòóàöè� (2,1) � ò.ä. ï� ñõåì� (1, 1) (2, 1)→ →
(2, 2) (1, 2) (1, 1).→ → 
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9.3. Åñë� èãðîê� îäíîâðåìåíí� ïðèìåíÿþ� ïðàâèë� ïðàâî� ðóê� (ëå
âî� ðóêè), ò� ïåðâû� (âòîðîé) èãðî� ïðîåäå� � "ïîëó÷èò"1, � âòîðî� 
(ïåðâûé) åã� ïðîïóñòè� � ïîëó÷è� 0. Åñë� ïåðâû� ïðèìåíÿå� ïðàâèë� 
ïðàâî� ðóêè, � âòîðî� − ëåâîé, ò� ïðîèçîéäå� ñòîëêíîâåíè� � îá� ïðî
èãðàþ� ï� 10. Åñë� − íàîáîðîò, ò� îá� áóäó� ñòîÿò� � ïðîèãðàþ� ï� 
1. 

9.4. � èãð� Γ äâ� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó: (1,1) � (2,2). 
9.5. � èãð� Γ åäèíñòâåííî� ðàâíîâåñè� ï� Íýøó: (1,1). 
9.6. Ïóñò� (x
0, y
0) − ïðîèçâîëüíà� ñèòóàöè� � àíòàãîíèñòè÷åñêî� èã

0) í� ÿâëÿåòñ� îïòèìàëüíî� ï� Ïà0ðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� ñèòóàöè� (x
 , y

ðåòî. Òîãä� íàéäåòñ� ñèòóàöè� (x′, y′), äë� êîòîðî� âûïîëíåí� íåðàâåí

0 0), 0 0) � ïð� ýòî� õîò� á� ñòâ� F (x′, y′) ≥ F (x
îäí� è� íè� âûïîëíåí� êà� ñòðîãîå. Ñêëàäûâà� ýò� íåðàâåíñòâà, ïîëó

−F (x′, y′) ≥ −F (x, y
 , y


0 

÷è� 0 > 0 (ïðîòèâîðå÷èå). 
9.7. Ïóñò� ôóíêöè� f : [0, 1] [0, 1] íåïðåðûâíà. Òîãä� äë� ôóíêöè� → 

g(0) ≥ 0 � g(1) ≤ 0. Ï� òåîðåì� ìàòåìàòè÷åñêîã� àíàëèç� 
� ïðîìåæóòî÷íû� çíà÷åíèÿ� íàéäåòñ� òî÷ê� x
g(x) = f(x)−x


0) = 0., äë� êîòîðî� g(x

9.8. 1) f(x) = x + 1, x ∈ [0, +∞); 

2) f(x) = x/2, x ∈ (0, 1]; 

x + 1/2, x ∈ [0, 1/2),
3) f(x) = 

x − 1/2, x ∈ [1/2, 1]. 

, q0) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ñòðàòåãè� q
òîðî� v1 óäîâëåòâîðÿå� ñèñòåì� (ñì. (10.1)) 

0 010.1. Ïóñò� (p
 ïð� íåê�


2q
0
1 + q
0

3 = q
0
1 + 2q
0

2 = q
0
2 + 2q
0

3 = v1, q 
0
1

0
2

0
3 = 1.
+ q
 + q


Îòñþä� q0 = (1/3, 1/3, 1/3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� q0 óäîâëåòâîðÿå� ñèñòåì�


2q
0
1 + q
0

3
0
1 + 2q
0

2 = q
0
2 + 2q
0

3 = v1, q 
0
1

0
2

0
3 = 1.
< q
 + q
 + q


Òîãä� q
0
3

0
2= 1/3, � q
 > 1/3. Ï� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò�


0
2 + 2p
0

3 = p
0
3 = v2. Îòñþä� p0

1 
0
2 = p
0

3 = 0 (ïðîòèâîðå÷èå).
0
1p = 0, p = p

Íàêîíåö, ðàçáåðå� ñëó÷àé, êîãä�


2q
0
1 + q
0

3, q

0
1 + 2q
0

2 < q
0
2 + 2q
0

3 = v1, q 
0
1 + q
0

2 + q
0
3 = 1.


Òîãä� q
0
3

0
1 

0
2> 1/3, � ï� ñâîéñòâ� äîïîëíÿþùå� íåæåñòêîñò� p
 = 0
= p
 ⇒ 

, 2) èë� 1 ≥ 2= B(p
0 , 3) ≥ B(p
00
3p = 1. È� ñèñòåì� (10.2) ñëåäóåò, ÷ò� v2 

(ïðîòèâîðå÷èå). 
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Äðóãè� ñëó÷à� ðåàëèçàöè� ñèñòåì� (10.1) ïîëó÷àþòñ� è� ðàçîáðàí
íû� ïåðåñòàíîâêî� êîîðäèíàò, ïîñêîëüê� ìàòðèö� A � B − öèêëè÷åñêèå. 

Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� p0 = (1/3, 1/3, 1/3). 

10.2. Äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� 10.4. 1) Ïóñò� ìíîæåñòâ� 
Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k, 

îòâå÷àþ� îïðåäåëåíè� ñòðîãîã� äîìèíèðîâàíè� Z � Z. 

Âîçüìå� i ∈ X1\X2. Òîãä� íàéäåòñ� òàêà� ñòðàòåãè� p ∈ P, ÷ò� 
p � i í� Y1 = Y. Îòñþä� A(p, j) > aij, j = 1, ..., n. Óìíîæà� j-� íåðà
âåíñòâ� í� qj 

0 � ñêëàäûâà� âñ� íåðàâåíñòâà, ïîëó÷è� A(p, q0) > A(i, q0). 
Åñë� p0 

i > 0, ò� è� ñèñòåì� (10.1) âûòåêàþ� íåðàâåíñòâ� A(i, q0) = v1 ≥
A(i1, q

0), i1 = 1, ..., m. Óìíîæà� ýò� íåðàâåíñòâ� í� âåëè÷èí� pi1 � ñêëà
äûâà� èõ, ïîëó÷è� A(i, q0) ≥ A(p, q0) (ïðîòèâîðå÷èå). Îòñþä� pi 

0 = 0 ∀ i ∈
X1\X2. Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� qj 

0 = 0 ∀ j ∈ Y1\Y2. 

Ïóñò� âåêòîð� p2 � q2 ïîëó÷åí� è� p0 � q0 îòáðàñûâàíèå� íóëå
âû� êîìïîíåí� � íîìåðàì� è� ìíîæåñò� X1\X2 � Y1\Y2 ñîîòâåòñòâåííî. 
Íåòðóäí� ïîêàçàòü, ÷ò� (p2, q2) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � ðåäóöèðîâàííî� 
èãð� � ìàòðèöàì� A2 � B2 , ïîëó÷åííûì� è� ìàòðè� A � B âû÷åðêèâàíè
å� ñòðî� � íîìåðàì� è� X1\X2 � ñòîëáöî� � íîìåðàì� è� Y1\Y2. Ïîýòîì� 
ðàññóæäåíè� ìîæí� ïîâòîðèò� äë� ðåäóöèðîâàííî� èãð� � ïîëó÷èòü, 
÷ò� p0 

i = 0 ∀ i ∈ X2\X3, qj 
0 = 0 ∀ j ∈ Y2\Y3 � ò.ä. 

2) Ïóñò� ìíîæåñòâ� 
Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k, 

îòâå÷àþ� îïðåäåëåíè� ñëàáîã� äîìèíèðîâàíè� Z � Z. 

Ïóñò� Ak−1 � Bk−1 − ïîäìàòðèö� ìàòðè� A � B � íîìåðàì� ñòðî� è� 
Xk−1 � íîìåðàì� ñòîëáöî� è� Y k−1 . Ðàññìîòðè� âåêòî� pk−1 , ïîëó÷åííû� 
è� âåêòîð� p äîáàâëåíèå� íóëåâû� êîìïîíåí� � íîìåðàì� è� Xk−1\X. 
Àíàëîãè÷íî, âåêòî� qk−1 ïîëó÷àåòñ� è� âåêòîð� q äîáàâëåíèå� íóëåâû� 
êîìïîíåí� � íîìåðàì� è� Y k−1\Y . Äîêàæåì, ÷ò� (pk−1, qk−1) − ñèòóàöè� 
ðàâíîâåñè� � èãð� � ìàòðèöàì� Ak−1 � Bk−1 . Äë� ýòîã� ïðîâåðè� óñëîâè� 
(∗) äë� ñèòóàöè� (pk−1, qk−1). Èìåå� 

Ak−1(i, qk−1) = A(i, q) ≤ A(p, q) = Ak−1(pk−1, qk−1) ∀ i ∈ X. 
Ïóñò� i ∈ Xk−1\X. Òîãä� íàéäåòñ� òàêà� ñòðàòåãè� p, ÷ò� p � i í� Y k−1 

� pi1 = 0 ∈/ X. Îïðåäåëè� âåêòî� p� = (pi1 , i1 ∈ X). Òîãä� ∀ i1 
Ak−1(i, qk−1) = 

� 
aijqj

k−1 ≤ ∑ � j∈Y k−1 

≤ ( ai1jpi1 )qj = A(p′, q) ≤ A(p, q) = Ak−1(pk−1, qk−1). 
j∈Y i1∈X 

� ðåçóëüòàò� äîêàçàë� íåðàâåíñòâ� 
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Ak−1(i, qk−1) ≤ Ak−1(pk−1, qk−1) ∀ i ∈ Xk−1 . 
Àíàëîãè÷í� äîêàçûâàåòñ� âòîðà� ãðóïï� íåðàâåíñò� è� óñëîâè� (∗) 

Bk−1(pk−1, j) ≤ Bk−1(pk−1, qk−1) ∀ j ∈ Y k−1 . 
Èòàê, (pk−1, qk−1) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� èãð� � ìàòðèöàì� Ak−1 � Bk−1 . 

Ðàññóæäåíè� ìîæí� ïðîäîëæèòü, àíàëîãè÷íû� îáðàçî� ââåñò� ñè
òóàöè� (pk−2, qk−2) � äîêàçàòü, ÷ò� îí� ÿâëÿåòñ� ðàâíîâåñèå� ï� Íýø� 
èãð� � ìàòðèöàì� Ak−2 � Bk−2 � ò.ä. 

10.3. Ïóñò� C − ñóìì� ìàòðè� A � B. Êà� îòìå÷àëîñü, C = (cij)m×n = 
(fj + gi)m×n. Ïîñêîëüê� f1 = 0, ðàçíîñò� j-ã� � 1-ã� ñòîëáöî� ìàòðèö� 
C ìîæí� çàïèñàò� � âèä� fje, ãä� e = (1, ..., 1) ∈ Em . Îòñþä� fj = c1j − 
c11, j = 1, ..., n � a′ij = aij − fj = aij − a1j − b1j + a11 + b11 ∀ i, j. 

10.4. Çàìåòèì, ÷ò� äë� ëþáî� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� q âòîðîã� èãðîê� 

n

A(i, q) = A′(i, q) + fjqj, i = 1, ..., m. (22.4) 
j=1 

Ïîýòîì� íåðàâåíñòâ� A(i, q0) ≤ A(p0, q0) ðàâíîñèëüí� íåðàâåíñòâà� 
A′(i, q0) ≤ A′(p0, q0), i = 1, ..., m. Àíàëîãè÷í� ïîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� äë� ëþ
áî� ñìåøàííî� ñòðàòåãè� p ïåðâîã� èãðîê� 

m

B(p, j) = −A′(p, j) + gipi, j = 1, ..., n, (22.5) 
i=1 

� ÷ò� íåðàâåíñòâ� B(p0, j) ≤ B(p0, q0) ðàâíîñèëüí� íåðàâåíñòâà� 
A′(p0, j) ≥ A′(p0, q0), j = 1, ..., n. Îòñþä� âûòåêàåò, ÷ò� äë� ñèòóàöè� 
(p0, q0) óñëîâè� (∗) � èãð� � ìàòðèöå� A� (òåîðåì� 4.1′) ýêâèâàëåíòí� óñëî
âè� (∗) � èãð� Γ (ëåìì� 10.1). 

10.5. È� ôîðìó� (22.4) � (22.5) ñëåäóåò, ÷ò� 

Arg max A(i, q(k)) = Arg max A′(i, q(k)), 
1≤i≤m 1≤i≤m 

Arg max B(p(k), j) = Arg min A′(p(k), j). 
1≤j≤n 1≤j≤n 

Ïîýòîì� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ñòðàòåãè� èãðîêî� {ik}, {jk} � ïðîöåññ� Áðà
óí� äë� èãð� � ìàòðèöå� A� � � àíàëîãè÷íî� ïðîöåññ� äë� èãð� Γ ìîæí� 
âçÿò� ñîâïàäàþùèìè. Ï� òåîðåì� 5.3 ëþáà� ïðåäåëüíà� òî÷ê� (p0, q0) ïî
ñëåäîâàòåëüíîñò� {(p(k), q(k))} ÿâëÿåòñ� ñåäëîâî� òî÷êî� � ñìåøàííû� 
ñòðàòåãèÿ� è, ñëåäîâàòåëüíî, ñìåøàííû� ðàâíîâåñèå� ï� Íýø� èãð� Γ. 
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11.1. Çàìåòèì, ÷ò� Y1 
∗(f ε) = {g | g(xε) = yε}. Ñëåäîâàòåëüíî,1 

W (f ε) = inf F (f ε(g), g) = F (x ε , y ε) ≥ K � − ε.1 1

g∈Y1 

∗(f1 
ε)


11.2. Âîçüìå� ïðîèçâîëüíó� ñòðàòåãè� f1 ∈ {f1} � äîêàæåì, ÷ò� 
W (f1) ≤ max[K ′, F1]. Ïóñò� {g∗} − ìíîæåñòâ� âñå� ôóíêöè� íàèëó÷øåã� 
îòâåò� âòîðîã� èãðîêà. Èìåå� 

sup G(f1(g), g) ≥ sup inf G(x, g) ≥
g∈{g} g∈{g} x∈X 

sup inf G(x, g∗) = min max G(x, y) = G3.≥ 
g∗∈{g∗} x∈X x∈X y∈Y 

Ðàññìîòðè� äâ� ñëó÷àÿ. 
1) sup G(f1(g), g) > G3. Òîãä� íàéäåòñ� òàêà� ôóíêöè� 

g∈{g} 
gε ∈ Y1 

∗(f1), ÷ò� ïàð� (x′, y′) = (f1(g
ε), gε(x′)) ïðèíàäëåæè� ìíîæåñòâ� 

D′. � ýòî� ñëó÷à� 

W (f1) = inf F (f1(g), g) ≤ F (f1(g 
ε), g ε) = F (x′, y′) ≤ K ′. 

g∈Y1 
∗(f1) 

2) sup G(f1(g), g) = G3. Ïîêàæåì, ÷ò� {g∗} ⊆ Y1 
∗(f1). 

g∈{g}
Äåéñòâèòåëüíî, äë� âñÿêî� ôóíêöè� íàèëó÷øåã� îòâåò� g∗ 

G3 = min max G(x, y) = min G(x, g∗) ≤
x∈X y∈Y x∈X 

≤ G(f1(g
∗), g∗) ≤ sup G(f1(g), g) = G3. 

g∈{g} 

� ïîñëåäíè� íåðàâåíñòâà� êðàéíè� ÷ëåí� ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, âñ� 
íåðàâåíñòâ� âûïîëíåí� êà� ðàâåíñòâ� � {g∗} ⊆ Y1 

∗(f1). Îïðåäåëè� 
0g ∈ {g∗} : 

g 0(x) ∈ Arg min F (x, y) ∀x ∈ X 
y∈Y (x) 

− ôóíêöè� íàèëó÷øåã� îòâåò� âòîðîã� èãðîêà, íàèìåíå� áëàãîæåëàòåëü
íîã� ï� îòíîøåíè� � ïåðâîìó. Òîãä� 

W (f1) = inf F (f1(g), g) ≤ F (f1(g 
0), g 0) ≤

g∈Y1 
∗(f1) 

≤ sup F (x, g 0(x)) = sup min F (x, y) = F1. 
x∈X x∈X y∈Y (x) 
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11.3. Çàäàäè� ñòðàòåãè� g∗ âòîðîã� èãðîê� óñëîâèå� 

g∗(x) ∈ Arg max F (x, y) ∀x ∈ X. 
y∈Y (x) 

Îí� àíàëîãè÷í� ñòðàòåãè� ïåðâîã� èãðîê� f ∗, îïðåäåëåííî� ïåðå� ëåì
ìî� 11.1. È� ýòî� ëåìì� ñëåäóåò, ÷ò� ôóíêöè� F (x, g∗(x)) ïîëóíåïðå
ðûâí� ñâåðõ� í� X. Âîçüìå� x∗ ∈ Arg max F (x, g∗(x)). Òîãä� (x∗, g∗) −

x∈X 
ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� èãð� Γ1. 

11.4. Åñë� ïåðâû� èãðî� � èãð� Γ3 èñïîëüçóå� ñòðàòåãèè-êîíñòàíò� 
f1(g) ≡ x, ò� î� ìîæå� îáåñïå÷èò� ñåá� òàêî� æ� ðåçóëüòàò, êà� � � èãð� 
Γ1. Ñëåäîâàòåëüíî, F1 ≤ F3. Àíàëîãè÷í� ïîêàçûâàåòñÿ, ÷ò� F1 ≤ F2. 
Äàëåå, K � ≤ K, ïîñêîëüê� D� ⊆ D. Ïîýòîì� F3 = max[K ′, F1] ≤ F2 = 
max[K, M ]. 

11.5. Ïð� α = 1 ôóíêöè� íàèëó÷øè� îòâåòî� âòîðîã� èãðîê� èìåå� 
âè� {� 

y(x) = 
Kx/c2 − x, 0 ≤ x ≤ K/c2, 

0, K/c2 ≤ x ≤ K/c1. 

Îöåíê� ýôôåêòèâíîñò� W (x) ñòðàòåãè� x ðàâí� 

W (x) = F (x, y(x)) = 

√
Kc2x − c1x, 

K − c1x, 

0 ≤ x ≤ K/c2, 

K/c2 ≤ x ≤ K/c1, 

îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� � 
Kc2/(4Kc

2
1)), c2 ≤ 2c1, 

x∗ = 
K/c2, c2 > 2c1 

� íàèëó÷øè� ãàðàíòèðîâàííû� ðåçóëüòà� äë� ïåðâîã� èãðîê� 

F1 = max W (x) = W (x∗) = 
Kc2/(4c1), c2 ≤ 2c1, 

0≤x≤K/c1 (c2 − c1)K/c2, c2 > 2c1. 

Â� âòîðî� ñëó÷à� y(x∗) = 0 � ïåðâà� ôèðì� âûòåñíÿå� âòîðó� � ðûíêà. � 
îáîè� ñëó÷àÿ� F1 ≥ F (x0, y0) = Kc1c2/(c1 + c2)

−2 , ãä� (x0, y0) = (Kc2(c1 + 
c2)

−2, Kc1(c1 + c2)
−2) − ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� � èãð� Γ ïð� k = 1. 

11.6. Ðàâíîâåñè� ï� Øòàêåëüáåðã� � ïðèìåð� 11.1 (i0, j0) = (2, 1), à � 
ïðèìåð� 11.2 (x0, y0) = (1/2, 1). 
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12.1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñò� ôóíêöè� h(z) êâàçèâîãíóòà. Äîêàæåì, 
÷ò� ìíîæåñòâ� Ëåáåã� Z+(z0) âûïóêë� äë� ïðîèçâîëüíîã� z0 ∈ Z. Âîçü
ìå� ëþáû� äâ� òî÷ê� z′, z′� ∈ Z+(z0) � ëþáî� ÷èñë� 0 < λ < 1. Òîãä� 
h(λz� + (1 − λ)z′′) ≥ min[h(z′), h(z′′)] ≥ h(z0). 

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñò� ìíîæåñòâ� Ëåáåã� Z+(z0) âûïóêë� ïð� âñå� 
z0 ∈ Z. Âîçüìå� ëþáû� äâ� òî÷ê� z′, z′� ∈ Z � ëþáî� ÷èñë� 0 < λ < 1. 
Áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� h(z′) ≤ h(z′′). Òîãä� z′, z′� ∈
Z+(z′) � � ñèë� âûïóêëîñò� ìíîæåñòâ� Z+(z′) òî÷ê� λz� +(1−λ)z′� òàêæ� 
ïðèíàäëåæè� Z+(z′), ò.å. h(λz� + (1 − λ)z′′) ≥ h(z′) = min[h(z′), h(z′′)]. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöè� h(z) êâàçèâîãíóò� í� Z. 

13.1. p(i, µ) = 0, i = 1, 2, 4, 6, p(3, µ) = 1/4, p(5, µ) = 3/4. 
13.2. Èãðî� 1 èìåå� ñòðàòåãè� µ1 = (k, l) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}, 

ãä� k � l − íîìåð� àëüòåðíàòè� åã� ëåâî� � ïðàâî� ëè÷íî� ïîçèöè� (ñì. 
ðèñ. 13.4). Àíàëîãè÷íû� âè� èìåþ� ñòðàòåãè� âòîðîã� èãðîêà. Íîðìàëü
íà� ôîðì� èãð� G çàäàåòñ� ìàòðèöàì� ⎛ 

1/2 2 1 5/2
 −2 −1/2 −11/4 −1/4 
7/4 2 

A =

⎝
 ⎠
 , B =


⎝
 ⎠
 ,

1/2 −1 1 −1/2 

7/4 1/4 7/4 
−2 −11/4 
−7/4 −1/4 −7/4 −1/4 
−7/4 2 −7/4 2 

1/4

1/4 −5/4 1/4 −5/4


− ìàòðèöàì� 

Az =
1 3 

, Bz = 
−3 −1 

. 
1 −1 −3 2 

13.3. µ = ((1, 1), (1, 2)). 
14.1. Ïóñò� x ∈ Possµa. Åñë� � íåêîòîðî� ïîçèöè� 

x� ∈ [x0, x] ∩ Xa, x� =6 x ñòðàòåãè� µa âûáèðàå� àëüòåðíàòèâó, í� ïðèíàä
ëåæàùó� ïóò� [x0, x], ò� âåðîÿòíîñò� ïîïàñò� � âåðøèí� x ðàâí� íóë� 
(ïðîòèâîðå÷èå). 

Îáðàòíî, ïóñò� � êàæäî� âåðøèí� x� ∈ [x0, x] ∩ Xa, x� = x, ñòðàòåãè� 
a 

6
µ âûáèðàå� àëüòåðíàòèâó, ïðèíàäëåæàùó� ïóò� [x0, x]. Ïîêàæåì, ÷ò� � 
ýòî� ñëó÷à� x ∈ Possµa. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëè� ñòðàòåãè� 
µb , b ∈ A\{a}, äðóãè� èãðîêî� òàêè� îáðàçîì, ÷òîá� ýò� ñòðàòåãè� âû
áèðàë� � êàæäî� âåðøèí� x� ∈ [x0, x] ∩ Xb , x� 6= x,, àëüòåðíàòèâ� ïðè
íàäëåæàùè� ïóò� [x0, x]. Åñë� x� ∈ [x0, x] ∩ X0 , x� 6= x, ò� âåðîÿòíîñò� 
âûáîð� òàêî� àëüòåðíàòèâ� ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, p(x|µ) > 0. 

14.2. Í� ðèñ. 22.1 èçîáðàæåí� äåðåâ� èãðû. Èãðî� 1 èìåå� ïîëíó� 
ïàìÿòü, ïîñêîëüê� Ïàðòíå� íàáëþäàå� ç� äåéñòâèÿì� Èãðàþùåãî. Èãðî� 

� íîðìàëüíà� ôîðì� ïîäèãð� Gz 
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2 õîäè� òîëüê� îäè� ðà� � ïîýòîì� òàêæ� èìåå� ïîëíó� ïàìÿòü. Çàïèøå� 
ñòðàòåãè� ïîâåäåíè� èãðîê� 1 � âèä� β1 = (h, r, t), ãä� 0 ≤ h, r, t ≤ 1 −
âåðîÿòíîñò� âûáîð� ïåðâî� àëüòåðíàòèâ� � ìíîæåñòâà� Z11, Z12 � Z13 

ñîîòâåòñòâåííî. Èãðî� 2 èìåå� äâ� ÷èñòû� ñòðàòåãèè: (1) � (2). 

��
���HZ � 

21 

H
H� 

• 

Z11 

h�h�

Z13 

Z12 

� � � � � � � � 
� � � � � � � � r t r t

� B � C � B � � 
� B � C � B � � 

�� BB � C �� BB � � 
1 −2−2 4 −1 3 3 −3 

Ðèñ. 22.1 

Îæèäàåìû� âûèãðû� èãðîê� 1 ðàâåí
hr − 2h(1 − r) − 2(1 − h)t + 4(1 − h)(1 − t), åñë� µ2 = (1), 

−hr + 3h(1 − r) + 3(1 − h)t − 3(1 − h)(1 − t), åñë� µ2 = (2), 
èë� � 

h(3r − 2) + (1 − h)(2 − 6t), åñë� µ2 = (1), 

h(3 − 4r) + (1 − h)(6t − 3), åñë� µ2 = (2). 

Ïîýòîì� ìàêñèìàëüíû� ãàðàíòèðîâàííû� âûèãðû� èãðîê� 1 ðàâå� 

v = max min[h(3r − 2) + (1 − h)(2 − 6t), h(3 − 4r) + (1 − h)(6t − 3)]. 
0≤h,r,t≤1 

Åã� ìîæí� çàïèñàò� êà� max v(r, t), ãä� v(r, t) − çíà÷åíè� èãð� Γrt � 
0≤r,t≤1 

ìàòðèöå� ( � 
3r − 2 3 − 4r

. 
4 − 6t 6t − 3 

Èãðî� 2, ïðèìåíÿ� ñìåøàííó� ñòðàòåãè� 1/2(1)+1/2(2) í� ïîçâîëè� èã
ðîê� 1 âûèãðàò� � èãð� Γrt áîëüøå, ÷å� 1/2 ïð� ëþáû� r, t. Í� èãðî� 1, èñ
ïîëüçó� ñòðàòåãè� β = (7/12, 0, 0), îáåñïå÷èâàå� ñåá� âûèãðû� 1/2. Ñëå
äîâàòåëüíî, óêàçàííû� ñòðàòåãè� îïòèìàëüí� � çíà÷åíè� èãð� v = 1/2. 

14.3. � ïðîöåññ� Áðàóí� ht = ((ik, jk), k = 1, ..., t) � p1(j|ht) = 
|{k|jk = j, 1 ≤ k ≤ t}|/t → 0 ïð� t → ∞, åñë� ñòðàòåãè� j èãðîê� 2 � 
òðàåêòîðè� ((it, jt), t = 1, 2, ...) ïðèìåíÿëàñ� êîíå÷íî� ÷èñë� ðàç. 
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15.1. Âîçüìå� äâ� íåïåðåñåêàþùèåñ� êîàëèöè� K � T . Ïóñò� P K 

K	

−
ìíîæåñòâ� ñìåøàííû� ñòðàòåãè� p êîàëèöè� K. Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� 
P K∪T ⊃ P K × P T . Îòñþä� 

v(K ∪ T ) = max min u K∪T (p K∪T , s A\(K∪T )) ≥
pK∪T ∈P K∪T sA\(K∪T )∈SA\(K∪T ) 

max max min [u K (p K , p T , s A\(K∪T ))+≥ 
p ∈P K p ∈P T sA\(K∪T )∈SA\(K∪T )K T 

+u T (p T , p K , s A\(K∪T ))] ≥ max max min u K (p K , s A\K )+ 
pK ∈P K pT ∈P T sA\K ∈SA\K 

+	 min u T (p T , s A\T ) = v(K) + v(T ). 
sA\T ∈SA\T 

Äîêàæå� ðàâåíñòâ� (15.1). 

v(K) = max min u K (p K , s A\K) = 
pK ∈P K sA\K ∈SA\K 

= max min [v(A) − u A\K(p K , s A\K )] = 
pK ∈P K A\K ∈SA\Ks

= v(A) − min max u A\K (p K , s A\K ) = 
pK ∈P K sA\K ∈SA\K 

= v(A) − max min u A\K (p A\K , s K ) = v(A) − v(A\K). 
pA\K ∈P A\K sK ∈SK 

15.2. v(2) = 1, v(13) = 9, v(3) = 4, v(12) = 6. 
15.3. c = 1/500, b1 = −2/5, b2 = −3/5, b3 = 0, v′(12) = v′(13) = 

3/5, v′(23) = 7/10. � 
15.4. Çàìåòèì, ÷ò� ìíîæåñòâ� C � í� ïóñòî, � ôóíêöè� ya îãðàíè÷å� a∈A 

í� í� íå� ñíèç� âåëè÷èíî� v(a). Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� çàäà÷� ëèíåé
a∈A 

íîã� ïðîãðàììèðîâàíè� � (15.2) èìåå� îïòèìàëüíî� ðåøåíè� z. Ïóñò� 
za ≤ v(A). Âîçüìå� òàêî� âåêòî� h ∈ C ′, ÷ò� ha > v(A). Òîãä� 

a∈A	 a∈A 
âûïóêëà� êîìáèíàöè� λz + (1 − λ)h, ãä� λ ∈ (0, 1] îïðåäåëÿåòñ� è� óðàâ
íåíè� ∑ � 

λ z a + (1 − λ) ha = v(A), 
a∈A a∈A 

ïðèíàäëåæè� ÿäð� C. Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷ò� ÿäð� C í� ïóñòî. Òîãä� 
(15.2) ñëåäóå� è� âêëþ÷åíè� ìíîæåñò� C ⊂ C ′. 
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15.5. Ïóñò� λ − çàäàííî� � óñëîâè� ïðèâåäåííî� ñáàëàíñèðîâàííî� ïî
êðûòèå. Òîãä� λT ∪L = 0, ïîñêîëüê� � ïðîòèâíî� ñëó÷à� âåêòîð� χ(T ), χ(L) 
� χ(T ∪ L) áûë� á� ëèíåéí� çàâèñèìûìè. Èìåå� 

λT χ(T ) + λLχ(L) = (λT − λL)χ(T ) + λL(χ(T ) + χ(L)) = 

= µ T χ(T ) + µ T ∪Lχ(T ∪ L). 

Ïîýòîì� ∑ � 
µ K χ(K) = λK χ(K) = χ(A), 

K=A K=A 

� ñèñòåì� âåêòîðî� 

{χ(K) | µ K > 0} = {χ(K) | λK > 0} ∪ {χ(T ∪ L)}\{χ(L)} 

ëèíåéí� íåçàâèñèìà. Òàêè� îáðàçîì, âåêòî� µ − ïðèâåäåííî� ñáàëàíñè
ðîâàííî� ïîêðûòèå. Äàëåå, 

λT v(T ) + λL v(L) = (λT − λL)v(T ) + λL(v(T ) + v(L)) ≤ 

≤ (λT − λL)v(T ) + λL v(T ∪ L) = µ T v(T ) + µ T ∪L v(T ∪ L). 

Îòñþä� âûòåêàå� íåðàâåíñòâ� (15.4). 
15.6. Ïðîåêöè� ÿäð� C í� ïëîñêîñò� (y1, y2) èìåå� âè� 

{(y 1 , y 2) | v(12) ≤ y 1 + y 2 ≤ v(123) − v(3), 

v(1) ≤ y 1 ≤ v(123) − v(23), v(2) ≤ y 2 ≤ v(123) − v(13)} = 

= {(y 1 , y 2) | 800 ≤ y 1 + y 2 ≤ 1000, 200 ≤ y 1 ≤ 350, 300 ≤ y 2 ≤ 500}. 
Âåðøèí� ìíîæåñòâ� C: 

y(1) = (300, 500, 200), y(2) = (350, 450, 200), y(3) = (350, 500, 150). 
15.7. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüìå� äåëå� y(0) è� ÿäð� C. Îáîçíà÷è� ÷åðå� 

y(k), k = 1, ..., |A|− 1, äåëåæè, ïîëó÷åííû� è� y(0) öèêëè÷åñêè� ñäâèãî� 
í� k êîìïîíåí� âïðàâî. Òîãä� äåëå� 

|∑A|−1 

z = y(k)/|A| = (v|A|/|A|, ..., v|A|/|A|) 
k=0 

ïðèíàäëåæè� ÿäð� è, ñëåäîâàòåëüíî, � K va z = 
|
A

| |A| ≥ v|K| ∀ K ⊂ A ⇒ (15.5). 
a∈K 

| | 
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñò� âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� (15.5). Òîãä� óêàçàííû� 
âåêòî� z ïðèíàäëåæè� ÿäð� C. 

15.8. Ïðîâåðè� ðàâåíñòâ� ϕa = a∈A 

= 
∑ � (|K| − 1)! (|A| − |K|)!

(v(K) − v(K\{a})) = v(A). (22.6) 
a∈A K:a∈K 

|A|! 

Âîçüìå� êîàëèöè� K = A � ïîäñ÷èòàå� � ïîñëåäíå� äâîéíî� ñóìì� 
K K 

6
K Kêîýôôèöèåí� c = c+ + c ïð� v(K). Î� âêëþ÷àå� ñóìì� c+ ïîëîæè−

òåëüíû� ñëàãàåìûõ, âñòðå÷àþùèõñ� ïð� âêëàäà� � êîàëèöè� K � ñóìì� 
cK îòðèöàòåëüíû� ñëàãàåìûõ, âñòðå÷àþùèõñ� ïð� âêëàäà� � êîàëèöè� −
K ∪ {a}, ãä� a ∈/ K. Ïîñêîëüê� êàæäû� è� èãðîêî� êîàëèöè� K èìåå� 
ñâî� âêëà� � K, 

c K = |K|(|K| − 1)! (

A

|A
! 

| − |K|)! 
= C|

|
A
K
|
|
.+ | |

Àíàëîãè÷íî, 

c K = −( A K )
|K|! (|A| − |K| − 1)! 

= −C |K|
.− | | − | |

|A|! |A| 

A = C
|A|Îòñþä� cK = 0. Åñë� K = A, ò� c+ |A| = 1 � ðàâåíñòâ� (22.6) äîêàçà

íî. 
Îñòàëîñ� ïðîâåðèò� óñëîâè� ϕa ≥ v(a), ∀ a ∈ A. Äåéñòâèòåëüíî, è� 

ñâîéñòâ� ñóïåðàääèòèâíîñò� õàðàêòåðèñòè÷åñêî� ôóíêöè� � ðàâåíñòâ� 
(15.6) 

ϕa = 
� (|K| − 1)! (|A| − |K|)!

(v(K) − v(K\{a})) ≥ 
K:a∈K 

|A|! 

(|K| − 1)! (|A| − |K|)! 
v(a) = v(a).≥ 

K:a∈K 
|A|! 

15.9. 

1 1 1 1 
ϕ1 = (v(123) − v(23)) + (v(12) − v(2)) + (v(13) − v(3)) + v(1),

3 6 6 3 

1 1 1 1 
ϕ2 = (v(123) − v(13)) + (v(12) − v(1)) + (v(23) − v(3)) + v(2),

3 6 6 3 
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1 1 1 1 
ϕ3 = (v(123) − v(12)) + (v(13) − v(1)) + (v(23) − v(2)) + v(3). 

3 6 6 3 
� èãð� "äæàç-îðêåñòð"âåêòî� Øåïë� ϕ = (350, 475, 175). Åñë� v(123) = 
997, ò� ϕ = (349, 474, 174) � ϕ2 + ϕ3 < v(23) = 650. 

15.10. � ñèììåòðè÷íî� èãð� âñ� êîìïîíåíò� âåêòîð� Øåïë� ðàâí� 
ìåæä� ñîáîé. 

16.1. Í� ó÷òåí� çàòðàò� í� õðàíåíè� ïðîäóêöèè. Ïóñòü, íàïðèìåð, 
ïðåäïðèÿòè� äîëæí� ïîñòàâëÿò� åæåäíåâí� 5 èçäåëèé. Çàòðàò� í� õðà
íåíè� âîçíèêàþò, åñë� ÷åðå� äåí� èñïîëüçóåòñ� òåõíîëîãèÿ, äàþùà� 10 
èçäåëèé. ⎧ 0, 0 ≤ p < 1, [0, 1], p = 1,

16.2. Sa(p) = 1, 1 < p ≤ 2, ⎩ 
p/2, p > . 

17.1. Ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) = 3/p2 � ôóíêöè� ïðåäëîæåíè� Sa(p) (ðèñ. 
16.5) ïåðåñåêàþòñ� � òî÷ê� p̃ = 1. Ïîýòîì� ôóíêöè� ïðèáûë� èìåå� âè� 

3/p − (3/p2 − 1), 1 ≤ p ≤ 3/2,
W (p) = pD(p) − C(D(p)) = 

3/p − 3/(2p2), p > 
� 

3/2. 

Å� ìàêñèìó� í� ïîëóèíòåðâàë� [1, ∞) äîñòèãàåòñ� ïð� p∗ = 1. 
17.2. Ôóíêöè� pD(p) ÿâëÿåòñ� íåóáûâàþùå� í� îòðåçê� [p1, p2], ïî

ñêîëüê� å� ïðîèçâîäíà� D(p) + pḊ(p) = D(p)(1 − e(D(p))) ≥ 0. Ïîýòî
ì� ôóíêöè� ñïðîñ� D(p) − ìåäëåíí� óáûâàþùàÿ. Ôóíêöè� ïðèáûë� 
W (p) = pD(p)−C(D(p)) âîçðàñòàå� � îïòèìàëüíà� ñòðàòåãè� ìîíîïîëè� 
í� îòðåçê� [p1, p2] ðàâí� p∗ = p2. 

19.1. Èìåå� 
D(p) = K/pα , D−1(V ) = K1/α/V 1/α, Ḋ(D−1(V )) = −αV 1+1/α/K1/α.

Ïóñò� v − ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. Ï� óòâåðæäåíè� 19.1 va > 0 ∀ a ∈ A.

Îòñþä� ï� ëåìì� 19.1 âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ�

u′va (v) ≥ 0 ∀ a ∈ A èë� (ñì. ôîðìóë� 19.5)
(� )1/α ( (� )1+1/α� 

K1/α/ v b − c − K1/αv a/ α v b ≥ 0 ∀ a ∈ A. 
b∈A b∈A 

Ñêëàäûâà� ýò� íåðàâåíñòâà, ïîëó÷è� ( (� )1/α� 
K1/α(mα − 1)/ α v b − cm ≥ 0, 

b∈A 
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÷ò� íåâîçìîæí� ïð� 0 < α ≤ 1/m. 
19.2. Âûïèøå� âòîðó� ÷àñòíó� ïðîèçâîäíó� ôóíêöè� âûèãðûø� 

ua(v) ï� ïåðåìåííî� va : � � ) ( (� )2+1/α� 
u′′vava (v) = K1/α − 2( v b) + (1 + 1/α)v a / α v b . 

b∈A b∈A 

Îòñþä� âèäíî, ÷ò� ïð� α ≥ 1 ôóíêöè� ua(v) âîãíóòà, � ïð�

1/m < α < 1 îí� èìåå� åäèíñòâåííó� òî÷ê� ìàêñèìóì� ï� ïåðåìåííî� va


í� ïîëóïðÿìî� [0, +∞) ( ïð� ôèêñèðîâàííû� ïåðåìåííû� vb, b ∈ A\{a}).

Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� íåîáõîäèìû� óñëîâè� äë� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� v,

ñôîðìóëèðîâàííû� � ëåìì� 19.1, ÿâëÿþòñ� òàêæ� � äîñòàòî÷íûì� óñë�

âèÿìè.


1. Åñë� V ≥ K/(cαm), ò� 

a α a def 
p̃ = c, ṽ = K/(c m), p∗ = αcm/(mα − 1), v ≡ v∗ = K/(m(p∗)α). 

Åñë� K/(cαm) > V > v∗, ò� 

a a p̃ = K/(mV α), ṽ ≡ V, p∗ = αcm/(mα − 1), v ≡ v∗. 

a aÅñë� V ≤ v∗, ò� p̃ = p∗ = K/(mV α), ṽ = v ≡ V. 
m

2. Ïîëîæè� c̃ = c/K, tl = V a, l = 0, 1, ..., m − 1, tm = 0. 
a=l+1 

Ïóñò� íàéäåòñ� öåëî� k ∈ {1, ..., m}, óäîâëåòâîðÿþùå� óñëîâè� 
tk < 1/c̃ ≤ tk−1. Òîãä� è� óðàâíåíè� 19.6 ′� íàõîäè� 

v∗(k) = k − 1 − 2c̃ktk + (k − 1)2 + 4c̃ktk /(2c̃k
2). 

Ïîñêîëüê� ct̃k < 1 ≤ ct̃k−1, ò� v∗(k) < (k − 1 − 2c̃ktk + k + 1)/(2c̃k2) ≤ V k . 

V a , a > k, 
Ïîýòîì� v : va = 

a ≤ k. 
− ñèòóàöè� ðàâíîâåñèÿ. Ñîîòâåòñòâó

v∗(k), 
þùà� å� öåí� ðàâí� 

p∗ = K/(tk + kv∗(k)) = 2c̃kK/(k − 1 + (k − 1)2 + 4c̃ktk) > c = p.̃

Ïóñò� 1/c̃ ≥ t0. Òîãä� va = V a ∀ a ∈ A � p∗ = p̃ = K/t0. 
k

3. Ïîëîæè� η = K(k − 1)/ cb . Òîãä� ñèòóàöè� ðàâíîâåñè� v èìåå� 
b=1

âè� � 
η − η2ca/K, a = 1, ..., k, a v = 
0, a = k + 1, ..., m, 
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l

ãä� k = max{l | 
b=1 

cb > (l − 1)cl}. Ñîîòâåòñòâóþùà� å� öåí� ðàâí� 
k

p∗ = cb/(k − 1) > p̃ = c1 . 
b=1 

19.3. 1. Îáúåì� Ṽp� , ãä� p� < p, ïðèîáðåòàþ� ñíà÷àë� ïîòðåáèòåë� 
� ðåçåðâíî� öåíî� r ≥ p. Äë� ïîêóïê� òîâàð� ï� öåí� p ÷èñë� òàêè� 

ïîòðåáèòåëå� ñòàíå� ðàâíû� max 0, D(p) − max Vp� . 
p′<p 

2. Ïóñò� P (s) = {pi} − óïîðÿäî÷åííî� ìíîæåñòâ� öå� p1 < p2 < 
... < pk < p ≤ pk+1 < .... Ïîñêîëüê� D(p1) ïîêóïàòåëå� òîâàð� ï� öåí� 
p1 ðàâíîìåðí� ðàñïðåäåëåí� � î÷åðåäè, ÷èñë� ïîêóïàòåëå� ï� öåí� p1, 
èìåþùè� ðåçåðâíó� öåí� r ≥ p, ñîñòàâè� âåëè÷èí� Ṽp1 D(p)/D(p1), � 
àíàëîãè÷íî� è� ÷èñë� � r ∈ [p1, p) ðàâí� Ṽp1 (D(p1) − D(p))/D(p1). Ïî
ýòîì� ïîñë� ïðîäàæ� òîâàð� ï� öåí� p1 ÷èñë� ïîêóïàòåëå� ï� öåí� p2, 
èìåþùè� ðåçåðâíó� öåí� r ≥ p, ñòàíå� ðàâíû� D(p)(1 − Ṽp1 /D(p1)), ò.å. 
îí� óìåíüøèòñ� ïðîïîðöèîíàëüí� êîýôôèöèåíò� 1 − Ṽp1 /D(p1). Àíàëî
ãè÷íî� óìåíüøåíè� ïðîèçîéäå� � � ïîêóïàòåëÿìè, èìåþùèì� ðåçåðâíó� 
öåí� r ≥ p2. Ïðîäîëæà� ðàññóæäåíèÿ, ïðèäå� � âûâîäó, ÷ò� ïîñë� ïîêóï
ê� òîâàð� ï� öåí� p2 ÷èñë� ïîêóïàòåëå� ï� öåí� p3, èìåþùè� ðåçåðâíó� 
öåí� r ≥ p, ñîñòàâè� âåëè÷èí� � ˜ � ˜ � ˜ ˜ � 
D(p) 1 − 

D

V

(
p

p
1 

1)
1 − Vp2 

Ṽp1 

= D(p) 1 − 
D

V

(
p

p
1 

1) 
− 
D

V

(
p

p
2 

2)D(p2)(1 − )
D(p1) 

� ò.ä. 
3. Ïóñò� P (s) = {pi} − óïîðÿäî÷åííî� ìíîæåñòâ� öå� p1 < p2 < ... < 

pk < p ≤ pk+1 < .... Òîãä� íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� 

D(p1, Ṽ ) = D(p1), D(p2, Ṽ ) = max[min[D(p2), D(p1) − Ṽp1 ], 0], 

D(p3, Ṽ ) = max[min[D(p3), D(p2) − Ṽp2 , D(p1) − Ṽp1 − Ṽp2 ], 0] 

� ò.ä. 
19.4. � ñèë� ñëåäñòâè� � óòâåðæäåíè� 19.3 äë� ðàâíîâåñè� ï� Íýø� 

s âûïîëíåí� p(s) = p.̃ Ïóñò� íàéäåòñ� ïðîèçâîäèòåë� b, äë� êîòîðîã� 
V b > S+(p̃) − D(p̃) = V a − D(p̃) � cb = p.̃ Òîãä� ïð� ìàëî� ε > 0 

a:ca≤p̃
âûïîëíåí� D(p + ε) − V a > 0 � ï� (19.13) îñòàòî÷íû� ñïðî� 

a:ca≤˜ =6 bp,a

ï� öåí� p̃ + ε áóäå� ïîëîæèòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäèòåë� b 
âûãîäí� îòêëîíèòüñ� � âûáðàò� öåí� sb = p̃+ ε (ïðîòèâîðå÷èå). 
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� 22. Ðåøåíè� óïðàæíåíè�


20.1. Äë� àêöèçíîã� íàëîã� 

te = S−1(D1 + D2)(D2 − K)/(D1 + K), p̃(te) = te + S−1(D1 + D2), 

äë� íàëîã� í� ïðèáûë� 

p̃(tpr) = S−1(D1 + D2), tpr = p̃(tpr)(D2 − K)/P r, 

ãä� âåëè÷èí� ïðèáûë� ðàâí� 

p̃∫(tpr) 

Pr = (D1 + D2 − S(p))dp. 

0 

20.2. Ï� óñëîâè� 

e(D(p)) = −p(Ḋ1(p) + Ḋ2(p) − K/p2)/(D1(p) + D2(p) + K/p) < 1. 

Îòñþä� 

Q̇1(p) + Q̇2(p) = D1(p) + D2(p) + p(Ḋ1(p) + Ḋ2(p)) > 0. 

20.3. Ôóíêöè� K(p) íåïðåðûâí� � í� îòðåçêàõ, ãä� îí� äèôôåðåíöè
ðóåìà, å� âòîðà� ïðîèçâîäíà� K̈(p) = D¨ 1(p)(q(p) − p) − 2Ḋ1(p) − Q̇2(p) 
íåîòðèöàòåëüíà. Ôóíêöè� K̇(p) � òî÷êà� ñâîåã� ðàçðûâ� èìåå� ïîëîæè
òåëüíû� ñêà÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöè� K(p) âûïóêë� í� âñå� îòðåçê� 
[pD, ps]. 

21.1. Çàìåòèì, ÷ò� 

lim R(p) = T (qF − c)/F = qT − Tc/F < R(p̂) = qT − T (1 − q)c/F. 
p p̂−→

Åñë� qF > (1 − q)c, ò� R(p̂) > 0, R∗ = max R(p) = R(p̂), p∗ = p.̂
0≤p≤1 

Åñë� qF ≤ (1 − q)c, ò� R(p̂) ≤ 0, R∗ = p∗ = 0. 
21.2. 1) È� óñëîâè� ñëåäóåò, ÷ò� Fq > c. Ïîýòîì� ôóíêöè� R(p) âîç

ðàñòàå� í� ïîëóèíòåðâàë� [0, p̂) � ïîñòîÿíí� í� îòðåçê� [p̂, 1]. È� R(p̂) > 0 
ïîëó÷àå� p∗ ∈ [p̂, 1]. 

2) Èìåå� F = c/q < F = (qm + 1 − q)c/(qm). Ïîýòîì� ôóíêöè� 
R(p) ðàâí� íóë� í� ïîëóèíòåðâàë� [0, p̂) � óáûâàå� í� îòðåçê� [p̂, 1]. È� 
R(p̂) > 0 ïîëó÷àå� p∗ = p.̂
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Ïðèëîæåíè� 

Ï1. Òåîðåì� î� îòäåëÿþùå� ãèïåðïëîñêîñò� 

Òåîðåì� Ï.1. Ïóñò� A � B − äâ� âûïóêëû� íåïåðåñåêàþùèõñ� 
êîìïàêò� � Em . Òîãä� íàéäåòñ� ãèïåðïëîñêîñò� a, x = b, ñòðîã� îòäå
ëÿþùà� ìíîæåñòâ� A � B, ò.å. 

a, x < b < a, y ∀x ∈ A, ∀y ∈ B. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðè� í� A × B ôóíêöè� x − y 2 , ãä� 
0

| |
x ∈ A, y ∈ B, � ïóñò� ïàð� (x , y0) − òî÷ê� å� ìèíèìóìà. Òîãä� 
x0 − y0 > 0. Ïîêàæåì, ÷ò� ãèïåðïëîñêîñò� a, x = b ïðè|

0 

| 
1 0 2 0a = y − x0, b = 
2 
(〈|y | − |x |2) ÿâëÿåòñ� èñêîìîé. 

Äîêàæåì, ÷ò� a, x < b ∀x 〈∈ A.〉Ïðåäïîëîæè� ïðîòèâíîå. Òîãä� 
íàéäåòñ� òàêà� òî÷ê� x� ∈ A, ÷ò� a, x� ≥ b. Ðàññìîòðè� ôóíêöè� 
g(t) = |y0 − (1 − t)x0 − tx′|2, t ∈ [0, 1]. Èìåå� 

g′(0) = 2 y 0 − x 0 , x 0 − x� = 2 y 0 − x 0 , x 0 − 2 a, x� ≤ 

≤ 2 y 0 , x 0 − 2|x 0|2 − 2b = 2 y 0 , x 0 − |x 0|2 − |y 0|2 = −|x 0 − y 0|2 < 0. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïð� ïîëîæèòåëüíû� � áëèçêè� � íóë� t 
g(t) < g(0), ÷ò� ïðîòèâîðå÷è� îïðåäåëåíè� ïàð� (x0, y0). Âòîðî� íåðà
âåíñòâ� b < a, y ∀y ∈ B äîêàçûâàåòñ� àíàëîãè÷íî. 

Ï2. Äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� 6.1 

Òåîðåì� î÷åâèäí� äë� E0 . Ïóñò� îí� âåðí� äë� Em−1 . Ðàññìîòðè� ñå
ìåéñòâ� âûïóêëû� êîìïàêòî� Dα, α ∈ L è� Em , êàæäû� m+1 è� êîòîðû� 
èìåþ� íåïóñòî� ïåðåñå÷åíèå. 

Äîêàæå� ñíà÷àëà, ÷ò� ëþáî� êîíå÷íî� ïîäñåìåéñòâ� ñåìåéñòâ� 
Dα, α ∈ L èìåå� íåïóñòî� ïåðåñå÷åíèå. Ïðåäïîëîæè� ïðîòèâíîå. Òîãä� 
íàéäåòñ� ìèíèìàëüíî� öåëî� k > m + 1, äë� êîòîðîã� íàéäåòñ� òàêî� 

k� k⋂−1 

ïîäñåìåéñòâ� Dαi 
, i = 1, ..., k, ÷ò� Dαi 

= ∅, Dαi 
=6 ∅. Ïîëîæè� 

i=1 i=1 
k⋂−1 

A = Dαk 
, B = Dαi 

. Âûïóêëû� êîìïàêò� A � B í� ïåðåñåêàþòñ� � 
i=1 

íàéäåòñ� ñòðîã� îòäåëÿþùà� è� ãèïåðïëîñêîñò� H (ñì. Ï1.) Ïóñò� C −
ïåðåñå÷åíè� êàêèõ-ëèá� m ìíîæåñò� è� Dα1 , ..., Dαk−1 

. Òîãä� B ⊆ C � 
ï� óñëîâè� C ∩ A =6 ∅. Âîçüìå� x0 ∈ C ∩ A � y0 ∈ B. Òîãä� îòðåçî� 
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[x0, y0] ïðèíàäëåæè� C � ïåðåñåêàåòñ� � H. Ñëåäîâàòåëüíî, C ∩ H =6
∅. Èòàê, ëþáû� m ìíîæåñò� è� Dα1 ∩ H, ..., Dαk−1 

∩ H èìåþ� íåïóñòî� 
k⋂−1 

ïåðåñå÷åíèå. Ï� èíäóêòèâíîì� ïðåäïîëîæåíè� 
i=1 

Dαi 
∩ H = B ∩ H =6 ∅, 

÷ò� ïðîòèâîðå÷è� ïîñòðîåíè� ãèïåðïëîñêîñò� H. 

α∈L 

Çàâåðøè� äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåìû. Ïðåäïîëîæè� , ÷ò� 
Dα = ∅. Ïóñò� X = Dα� − íåêîòîðû� êîìïàê� è� ñåìåéñòâ� 

Dα, α ∈ L. Îïðåäåëè� íîâî� ñåìåéñòâ� D′ = Dα ∩ X, α ∈ L. Òîãä� α 

Dα
′ = ∅ � ìíîæåñòâ� Dα 

� 
= Em\Dα

′ îáðàçóþ� îòêðûòî� ïîêðûòè� êîì
α∈L 

ïàêò� X, è� êîòîðîã� ìîæí� âûäåëèò� êîíå÷íî� ïîäïîêðûòè� D
� 

Îòñþä� âûòåêàåò, ÷ò� D′ = Dαi 
∩ Dα� = ∅. Ï� äîêàçàííîì� ëþáî� αi 

i=1 i=1 

⋂p p

êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâ� èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíè� D , α ∈ L α

(ïðîòèâîðå÷èå). 

Ï3. Ôóíêöè� Ìèíêîâñêîã� � ãîìåîìîðôèç� âûïóêëû� êîì
ïàêòî� 

Ïóñò� A − âûïóêëû� êîìïàê� � Em , ñîäåðæàùè� âíóòð� ñåá� íóë� 
âìåñò� � ε0-îêðåñòíîñòü� íóë� Oε0 . Îïðåäåëè� í� Em ôóíêöè� Ìèíêîâ
ñêîã� ìíîæåñòâ� A 

, ..., D
� 
.α1 αp 

pA(x) = inf t > 0 
x


. 
t 
∈ A 

Ðàññìîòðè� å� ñâîéñòâà. Î÷åâèäíî, ÷ò� pA(0) = 0, � ïð� x = 0 pA(x) > 0 
� íèæíÿ� ãðàí� äîñòèãàåòñÿ, ïîñêîëüê� ìíîæåñòâ� A îãðàíè÷åí� � çà
ìêíóòî. Êðîì� òîãî, pA(x) ≤ 1 ⇔ x ∈ A. Ôóíêöè� pA(x) ïîëîæèòåëüí� 
îäíîðîäíà, ò.å. äë� ëþáîã� λ > 0 

t

pA(λx) = λ inf > 0 

λ


λx


t

∈ A
 = λpA(x) ∀x ∈ Em .


Äîêàæåì, ÷ò� ôóíêöè� pA(x) ñóáàääèòèâíà, ò.å. 

pA(x + y) ≤ pA(x) + pA(y) ∀x, y ∈ Em . (Π.1) 

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìå� x, y = 0. Âåêòî� 

x + y pA(x) x pA(y) y 
= + 

pA(x) + pA(y) pA(x) + pA(y) 
· 
pA(x) pA(x) + pA(y) 

· 
pA(y) 
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ïðèíàäëåæè� ìíîæåñòâ� A, ïîñêîëüê� ÿâëÿåòñ� âûïóêëî� êîìáèíàöèå� 
âåêòîðî� 

pA

x 
(x) 
, 
pA

y 
(y) 

è� A. Îòñþä� ïîëó÷àå� íåðàâåíñòâ� (Ï.1). 
Äîêàæåì, ÷ò� ôóíêöè� Ìèíêîâñêîã� íåïðåðûâíà. Äåéñòâèòåëüíî, äë� 

ëþáîã� x ∈ Oε0 

pA

x 

(x) 
∈/ Oε0 ⇒ pA

|x
(x

| 
) 
≥ ε0 ⇒ pA(x) ≤ |

ε

x

0 

|
. 

Îòñþä� ñëåäóåò, ÷ò� pA(x) íåïðåðûâí� � íóëå. Íåïðåðûâíîñò� ôóíêöè� 
pA(x) � ëþáî� òî÷ê� x0 âûòåêàå� è� íåðàâåíñòâ� ( ñóáàääèòèâíîñò� ) 
|pA(x) − pA(x0)| ≤ max[pA(x − x0), pA(x0 − x)] � å� íåïðåðûâíîñò� � íóëå. 

Òåîðåì� Ï.2. Ïóñò� âûïóêëû� êîìïàêò� A � B � Em ñîäåðæà� 
âíóòðåííè� òî÷êè. Òîãä� íàéäåòñ� âçàèìí� îäíîçíà÷íî� � íåïðåðûâíî� 
îòîáðàæåíè� (ãîìåîìîðôèçì) A í� B. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Áå� ïîòåð� îáùíîñò� áóäå� ñ÷èòàòü, ÷ò� íóë� ñî
äåðæèòñ� � A ∩ B âìåñò� ñ� ñâîå� îêðåñòíîñòü� Oε0 . Îïðåäåëè� îòîáðà
æåíè� 

pA(x)
τ : A → B, τ(0) = 0, τ(x) = 

pB(x)
x, x = 06 , 

ãä� pA(x), pB(x) − ôóíêöè� Ìèíêîâñêîã� ìíîæåñò� A � B. Íåòðóäí� 
ïðîâåðèòü, ÷ò� 

τ−1(y) = 
pB(y) 

y 
pA(y)

− îòîáðàæåíèå, îáðàòíî� � τ. Ïîñêîëüê� ôóíêöè� pA(x), pB(x) íåïðåðûâ
íû, îòîáðàæåíè� τ(x) íåïðåðûâí� ïð� x = 0. Ïðîâåðè� íåïðåðûâíîñò� 
τ(x) � íóëå. Ìíîæåñòâ� B îãðàíè÷åí� � ïîýòîì� íàéäåòñ� òàêî� ÷èñë� α, 

x÷ò� äë� âñå� x ∈ B |x| ≤ α. Ïîñêîëüê� 
pB(x) 

∈ B, 
pB

|x
(
|
x) 
≤ α. Äë� ëþáîã� 

âåêòîð� x ∈ Oε0 âûïîëíåí� íåðàâåíñòâ� pA(x) ≤ |x| (ñì. âûø� äîêà
ε0 

çàòåëüñòâ� íåïðåðûâíîñò� ôóíêöè� pA(x)). Ñëåäîâàòåëüíî, äë� âñÿêîã� 
x ∈ Oε0 

τ(x) = 
pA(x) 

x
α|x|

.| | 
pB(x)

| | ≤ 
ε0 

Ï4. Ñèìïëåêñ� � òåîðåì� � íåïîäâèæíî� òî÷ê� 

Ïóñò� {x1, ..., xn+1} − ìíîæåñòâ� âåêòîðî� è� Em(n ≤ m), âûïóêëà� 
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îáîëî÷ê� êîòîðîã�


∑n+1 n+1

K = {x ∈ Em x = λix 
i , λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, ..., n + 1}| 

i=1 i=1 

èìåå� ðàçìåðíîñò� n. Òîãä� ìíîæåñòâ� K íàçûâàåòñ� ñèìïëåêñîì, ïîðî
æäåííû� âåðøèíàì� x1, ..., xn+1 . Äë� ñèìïëåêñ� K áóäå� òàêæ� èñïîëü
çîâàò� îáîçíà÷åíè� K = x1 xn+1 . Ðàçìåðíîñò� n îçíà÷àå� ëèíåéíó� · · · 
íåçàâèñèìîñò� âåêòîðî� xn+1 − x1, ..., xn+1 − xn . Îòñþä� âûòåêàåò, ÷ò� 
äë� âñÿêîã� x ∈ K êîýôôèöèåíò� λi(x), i = 1, ..., n + 1, � ðàçëîæåíè� x 
ï� xi îïðåäåëåí� îäíîçíà÷í� � ÿâëÿþòñ� íåïðåðûâíûì� ôóíêöèÿì� í� 
K. 

Âñÿêî� ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùå� r ≤ n + 1 âåðøèí, ïîðîæäàå� (r − 1)
ìåðíû� ñèìïëåêñ, íàçûâàåìû� ãðàíü� ñèìïëåêñ� K. Âåðøèí� x1, ..., xn+1 

ÿâëÿþòñ� íóëüìåðíûì� ãðàíÿìè. n-ìåðíà� ãðàí� ñîâïàäàå� � K. Îäíî
ìåðíû� ãðàí� xixj, i = j, íàçûâàþòñ� ðåáðàì� ñèìïëåêñ� K. Äèàìåò� 
ñèìïëåêñ� K îïðåäåëÿåòñ� êà� ìàêñèìàëüíà� äëèí� åã� ðåáåð. Ïîäìíî
æåñòâ� K0 ñèìïëåêñ� K âèä� 

n+1 n+1

K0 = {x ∈ Em x = λix 
i , λi = 1, λi > 0, i = 1, ..., n + 1}| 

i=1 i=1 

íàçûâàåòñ� îòêðûòû� ñèìïëåêñîì, ïîðîæäåííû� âåðøèíàì� 
x1, ..., xn+1 . Äë� îòêðûòîã� ñèìïëåêñ� áóäå� òàêæ� èñïîëüçîâàò� îáîçíà
÷åíè� K0 = x1 xn+1 . Íóëüìåðíû� ñèìïëåêñ� ÿâëÿþòñ� îòêðûòûìè. · · · 
Îòêðûòû� ðåáð� áóäå� îáîçíà÷àò� ÷åðå� xixj. 

Ïóñò� ñèìïëåê� K òàêè� îáðàçî� ðàçáè� í� îòêðûòû� ïîïàðí� íåïå
ðåñåêàþùèåñ� ñèìïëåêñ� K1, ..., Kp , ÷ò� ëþáà� îòêðûòà� ãðàí� êàæäîã� 
ñèìïëåêñ� Kj ïðèíàäëåæè� ðàçáèåíèþ. Òàêî� ðàçáèåíè� íàçûâàåòñ� ñèì
ïëèöèàëüíûì. Ñèìïëåêñ� Kj, ïðèíàäëåæàùè� K0 , îáðàçóþ� ðàçáèåíè� 
îòêðûòîã� ñèìïëåêñà. 

Í� ðèñ. Ï.1 ïðèâåäå� ïðèìå� ñèìïëèöèàëüíîã� ðàçáèåíè� äâóìåðíîã� 
ñèìïëåêñ� K í� äâ� äâóìåðíûõ, ïÿò� îäíîìåðíû� � ÷åòûð� íóëüìåðíû� 
îòêðûòû� ñèìïëåêñà. 
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x1 x3 

Ðèñ. Ï.1 

Ñîîòâåòñòâóþùè� îòêðûòû� ñèìïëåê� K0 ðàçáè� í� äâ� äâóìåðíû� � 
îäè� îäíîìåðíû� îòêðûòû� ñèìïëåêñà. Åñë� óäàëèò� è� ðàçáèåíè� íóëü
ìåðíû� ñèìïëåê� y, � ðåáð� x2y � yx3 çàìåíèò� í� ðåáð� x2x3 , ò� ïîëó÷è� 
ïðèìå� íåñèìïëèöèàëüíîã� ðàçáèåíèÿ. Äë� ñèìïëèöèàëüíîã� ðàçáèåíè� 
π ÷åðå� δ(π) îáîçíà÷è� ìàêñèìàëüíû� äèàìåò� ñèìïëåêñîâ, âõîäÿùè� � 
π. 

n+1

Òî÷ê� 1 xi íàçûâàåòñ� áàðèöåíòðî� ñèìïëåêñ� K. Îïðåäåëè� 
n+1 

i=1 

ñèìïëèöèàëüíî� ðàçáèåíèå, íàçûâàåìî� áàðèöåíòðè÷åñêèì, êàæäî� ðå
áð� êîòîðîã� ñîåäèíÿå� áàðèöåíòð� ãðàí� � íåêîòîðî� å� ïîäãðàí� ñèì
ïëåêñ� K. Äë� ñèìïëåêñ� x1x2 îí� ñîñòîè� è� âåðøè� x1, x2 , åã� áàðèöåí
òð� b = 1

2 
(x1 + x2) � äâó� îòêðûòû� ðåáå� x1b � bx2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷ò� 

áàðèöåíòðè÷åñêî� ðàçáèåíè� îïðåäåëåí� äë� ëþáîã� ñèìïëåêñ� ðàçìåð
íîñò� k ≤ n − 1. 

Îïðåäåëè� åã� äë� ñèìïëåêñ� K ðàçìåðíîñò� n c áàðèöåíòðî� b. 
Ïóñò� π� − ñåìåéñòâ� îòêðûòû� ñèìïëåêñîâ, âõîäÿùè� � áàðèöåíòðè
÷åñêè� ðàçáèåíè� âñå� (n − 1)-ìåðíû� ãðàíå� ñèìïëåêñ� K. Âîçüìå� 
ïðîèçâîëüíû� ñèìïëåê� K � = y1 yl , l ≤ n è� π′. Ïðåäïîëîæè� ïî· · · 
èíäóêöèè, ÷ò� êàæäî� åã� ðåáð� yiyj ñîåäèíÿå� áàðèöåíòð� íåêîòîðî� 
ãðàí� � å� ïîäãðàí� ñèìïëåêñ� K. Íåòðóäí� âèäåòü, ÷ò� àíàëîãè÷íû� 
ñâîéñòâî� îáëàäàå� � ñèìïëåê� y1 ylb. Ñîâîêóïíîñò� âñå� òàêè� ñèì· · · 
ïëåêñî� y1 ylb � áàðèöåíò� b äîáàâè� � ñåìåéñòâ� π′. � ðåçóëüòàòå· · · 
ïîëó÷è� áàðèöåíòðè÷åñêî� ðàçáèåíè� π1 ñèìïëåêñ� K. 

Ïîêàæåì, ÷ò� δ(π1) ≤ n d, ãä� d − äèàìåò� ñèìïëåêñ� K. Äåéñòâè
n+1 

òåëüíî, âîçüìå� ëþáî� ðåáð� b′b′� ðàçáèåíè� π1, ãä� áå� ïîòåð� îáùíîñò� 

s+1 r+1
1 � 1 � 

b� = x i , b′� = xj, r < s ≤ n. 
s + 1 r + 1 

i=1 j=1 
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s+1
Òîãä�


i − b′′) =

1


b� − b′′ (x

s + 1


|
 =| 
i=1 

≤ 
s+1 r+1

(s + 1)(r + 1) 
≤ 

Èòàê, δ(π1) ≤ n d. Åñë� êàæäû� ñèìïëåêñ, ïðèíàäëåæàùè� ðàçáèå
n+1 

íè� π1, ïîäâåðãíóò� áàðèöåíòðè÷åñêîì� ðàçáèåíèþ, ïîëó÷è� ñèìïëè
nöèàëüíî� ðàçáèåíè� π2, äë� êîòîðîã� δ(π2) ≤ ( )2d. Ïîâòîðÿ� àíà
n+1 

ëîãè÷íó� ïðîöåäóð� k ðàç, ïîëó÷è� ñèìïëèöèàëüíî� ðàçáèåíè� πk � 
nδ(πk) ≤ ( )kd. 
n+1 

Òåîðåì� Ï.3 (ëåìì� Øïåðíåðà). Ïóñò� π − ñèìïëèöèàëüíî� 
ðàçáèåíè� n-ìåðíîã� ñèìïëåêñ� K = x1 xn+1 , � ôóíêöè� ν : K 
{x1, ..., xn+1} óäîâëåòâîðÿå� óñëîâè� 

· · · → 

� 
i=1 j=1 

iν( ) λ ( ) 0 K. >∈ { | } ∀ ∈x x x xi
1Òîãä� íàéäåòñ� òàêî� n-ìåðíû� ñèìïëåê� y yn+1 ðàçáèåíè� π, ÷ò� 

� 

· · · 
i i ×èñëî òàêèõ ñèìïëåêñîâ íå÷åòíî. ν( ) = , i = 1 + 1y x , ..., n . 
Äîêàçàòåëüñòâî. Äë� n = 0 óòâåðæäåíè� òåîðåì� î÷åâèäíî. Ïðåä

ïîëîæèì, ÷ò� îí� ñïðàâåäëèâ� äë� (n − 1)-ìåðíû� ñèìïëåêñîâ. Ïóñò� 
K1, ..., Kp − n-ìåðíû� îòêðûòû� ñèìïëåêñû, âõîäÿùè� � ðàçáèåíè� π. Áó
äå� ãîâîðèòü, ÷ò� (n−1)-ìåðíà� ãðàí� y1 yn ñèìïëåêñ� Kj = y1 yn+1 · · · · · · 
îòìå÷åíà, åñë� ν(yi) = xi, i = 1, ..., n. 

Åñë� ñèìïëåê� Kj óäîâëåòâîðÿå� óòâåðæäåíè� òåîðåìû, òî, ââèä� 
ðàâåíñò� ν(yi) = xi , i = 1, ..., n + 1, î� èìåå� ðîâí� îäí� îòìå÷åííó� 
ãðàíü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáà� äðóãà� (n − 1)-ìåðíà� ãðàí� ñèìïëåêñ� Kj 

ñîäåðæè� âåðøèí� yn+1. Í� ν(yn+1) = xn+1 � ýò� ãðàí� í� ÿâëÿåòñ� îò
ìå÷åííîé. Ïóñò� ñèìïëåê� Kj í� óäîâëåòâîðÿå� óòâåðæäåíè� òåîðåì� � 
èìåå� îòìå÷åííó� ãðàí� y1 yn. Òîãä� î� èìåå� ðîâí� äâ� îòìå÷åííû� · · · 
ãðàíè. Äåéñòâèòåëüíî, ï� ïðåäïîëîæåíè� ν(yi) = xi , i = 1, ..., n � áå� 
ïîòåð� îáùíîñò� ν(yn+1) = x1 . Òîãä� (n − 1)-ìåðíû� ãðàí� y1 yn è· · · 
y2 ynyn+1 ÿâëÿþòñ� îòìå÷åííûìè. · · · 

Ïóñò� σj − ÷èñë� îòìå÷åííû� ãðàíå� ñèìïëåêñ� Kj. Ï� äîêàçàííîì� 
σj ∈ {0, 1, 2} � σj = 1 òîëüê� � òî� ñëó÷àå, êîãä� ñèìïëåê� Kj óäîâëå
òâîðÿå� óòâåðæäåíè� òåîðåìû. Ïîýòîì� îñòàëîñ� äîêàçàòü, ÷ò� îáùå� 

1 1
 s(r + 1)d nd

(x i − xj)=
 .


s + 1 r + 1
 n + 1


p

÷èñë� îòìå÷åííû� ãðàíå� χ = σj íå÷åòíî. � ýòî� ñëó÷à� îáÿçàòåëüí� 
j=1 

íàéäåòñ� ñèìïëåê� Kj, óäîâëåòâîðÿþùè� óòâåðæäåíè� òåîðåìû. 
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Ïóñò� V = y1 yn − êàêàÿ-ëèá� (n − 1)-ìåðíà� îòìå÷åííà� îòêðû· · · 
òà� ãðàí� ñèìïëåêñ� Kj. Åñë� V ⊂ K\K0 , ò� V ïðèíàäëåæè� íåêîòîðî� 
(n − 1)-ìåðíî� ãðàí� ñèìïëåêñ� K � ÿâëÿåòñ� ãðàíü� åäèíñòâåííîã� n
ìåðíîã� ñèìïëåêñ� ðàçáèåíè� π. Ïð� ýòî� è� ðàâåíñò� ν(yi) = xi , i = 

def 
1, ..., n, ñëåäóåò, ÷ò� V ⊂ W = x1 xn . Äåéñòâèòåëüíî, åñë� á� ãðàí� V· · · 
ïðèíàäëåæàë� äðóãî� ãðàí� ñèìïëåêñ� K, ñêàæåì, x2 xn+1 , ò� ï� îïðå· · · 
äåëåíè� ôóíêöè� ν ðàâåíñòâ� ν(y1) = x1 áûë� á� íåâîçìîæíî. Ïóñò� V 
6⊂ K\K0 . Òîãä� V ÿâëÿåòñ� îáùå� ãðàíü� ðîâí� äâó� n-ìåðíû� ñèì
ïëåêñîâ, âõîäÿùè� � ðàçáèåíè� π � � ñóìì� χ îí� ó÷èòûâàåòñ� äâàæäû. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñë� χ ñðàâíèì� ï� ìîäóë� 2 � ÷èñëî� (n − 1)-ìåðíû� 
ñèìïëåêñî� V = y1 yn ⊂ W, äë� êîòîðû� ν(yi) = xi, i = 1, ..., n. Ï� èí· · · 
äóêòèâíîì� ïðåäïîëîæåíèþ, ïðèìåíåííîì� � (n−1)-ìåðíîì� ñèìïëåêñ� 
W, ýò� ÷èñë� íå÷åòíî. Ïîýòîì� ÷èñë� χ òàêæ� íå÷åòíî. 

Òåîðåì� Ï.4 (Êíàñòåð, Êóðàòîâñêèé, Ìàçóðêåâè÷). Ïóñò� çà
ìêíóòû� ïîäìíîæåñòâ� C1, ..., Cn+1 ñèìïëåêñ� K = x1 xn+1 óäîâëåòâî· · · 
ðÿþ� óñëîâè� 

xj1 · · · xjs ⊆ ∪rs =1Cjr ∀ 1 ≤ j1 < j2 < ... < js ≤ n + 1. 

Òîãä� ìíîæåñòâ� C1, ..., Cn+1 èìåþ� íåïóñòî� ïåðåñå÷åíèå. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðè� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {πk} ïîñòðîåííû� 

ðàíå� ñèìïëèöèàëüíû� ðàçáèåíè� ñèìïëåêñ� K, äë� êîòîðî� lim δ(πk) = 
k→∞

0. Îïðåäåëè� îòîáðàæåíè� ν : K → {x1, ..., xn+1} ñëåäóþùè� îáðàçîì. 
Äë� ëþáîã� x ∈ K ïóñò� 

{xj | λj(x) > 0} = {xj1 , ..., xjs }, j1 < j2 < ... < js. 

Òîãä� ï� óñëîâè� x ∈ ∪rs =1Cjr . Ïîëîæè� ν(x) = xjt , ãä� t − ìèíè
ìàëüíî� ÷èñëî, äë� êîòîðîã� x r=1Cjr . Îòìåòèì, ÷ò� x / r

t−
=1
1 Cjr∈ ∪t ∈ ∪

è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Cjt . Ï� ïðåäûäóùå� òåîðåì� ñóùåñòâóå� ñèìïëåê� 
y1(k) yn+1(k) ðàçáèåíè� πk, äë� êîòîðîã� ν(yi(k)) = xi, i = 1, ..., n + 1.· · · 
Çàìåòèì, ÷ò� äë� êàæäîã� âåêòîð� yi(k) ï� îïðåäåëåíè� îòîáðàæåíè� ν 
jt = i � ïîýòîì� yi(k) ∈ Ci, i = 1, ..., n + 1. Ïîñêîëüê� K − êîìïàêò, 
áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� {yi(k)}
ñõîäÿòñÿ. Í� lim δ(πk) = 0. Ïîýòîì� ïð� k → ∞ äèàìåò� ñèìïëåêñ� 

k→∞ 
y1(k) yn+1(k) ñòðåìèòñ� � íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, lim yi(k) = y∗, i = · · · 

k→∞
1, ..., n + 1. Ïîñêîëüê� ïð� âñå� i yi(k) ∈ Ci, � ìíîæåñòâ� Ci çàìêíóòû, 

n+1

èìåå� y∗ ∈ Ci. 
i=1 
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Óòî÷íè� ôîðìóëèðîâê� òåîðåì� 9.1. Ïóñò� Z − âûïóêëû� êîìïàê� 
� Em � y1 yn+1 − ñîäåðæàùèéñ� � íå� ñèìïëåê� ìàêñèìàëüíî� ðàç· · · 
ìåðíîñòè. Òîãä� ÷èñë� n ≤ m íàçûâàåòñ� ðàçìåðíîñòü� ìíîæåñòâ� Z. 
Âûïóêëû� êîìïàê� Z ìàêñèìàëüíî� ðàçìåðíîñò� m èìåå� âíóòðåííþ� 
òî÷ê� (íàïðèìåð, áàðèöåíò� ñèìïëåêñ� y1 ym+1). Îáðàòíî, åñë� Z èìå· · · 
å� âíóòðåííþ� òî÷êó, ò� åã� ðàçìåðíîñò� ìàêñèìàëüíà. Ïðåäïîëîæèì, 
÷ò� Z èìåå� ðàçìåðíîñò� n < m � ñîäåðæè� íóëü. Òîãä� ìîæí� ñ÷èòàòü, 
÷ò� yn+1 = 0. Ïð� ýòî� Z ÿâëÿåòñ� ïîäìíîæåñòâî� åâêëèäîâ� ïðîñòðàí
ñòâ� En � áàçèñî� y1, ..., yn . 

È� ñêàçàííîã� âûòåêàåò, ÷ò� � òåîðåì� 9.1 áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� 
ïðåäïîëîæèòü, ÷ò� âûïóêëû� êîìïàê� Z èìåå� ìàêñèìàëüíó� ðàçìåð
íîñò� m. 

Äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� 9.1 (Áðàóýðà). Ïóñò� K = x1 xm+1 · · · − 
m-ìåðíû� ñèìïëåê� � Em . Ï� òåîðåì� Ï.2 (ñì. Ï3) íàéäåòñ� ãîìåîìîð
ôèç� τ : Z K. Îòîáðàæåíè� τ f τ−1 ïåðåâîäè� òî÷ê� y ∈ K � òî÷ê� → ◦ ◦ 

0τ (f(τ−1(y))) ∈ K � ÿâëÿåòñ� íåïðåðûâíûì. Åñë� y ∈ K − íåïîäâèæíà� 
òî÷ê� îòîáðàæåíè� τ ◦ f ◦ τ −1, ò� x0 = τ−1(y0) − íåïîäâèæíà� òî÷ê� 
îòîáðàæåíè� f : Z Z. Ïîýòîì� áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, →
÷ò� Z = K. 

Ïîëîæè� 

Ci = {x ∈ K | λi(f(x)) ≤ λi(x)}, i = 1, ..., m + 1. 

Ïîñêîëüê� îòîáðàæåíè� f � ôóíêöè� λi(x) íåïðåðûâí� í� K, ìíîæå
ñòâ� Ci çàìêíóòû. Ïîêàæåì, ÷ò� ìíîæåñòâ� Ci óäîâëåòâîðÿþ� óñëîâè� 
ïðåäûäóùå� òåîðåìû. Ïóñò� x ∈ xj1 xjs . Òîãä� · · · 

s s

λj(x) = 0 ∀j /∈ {xj1 , ..., xjs } ⇒ λjr (x) = 1 ≥ λjr (f(x)). 
r=1 r=1 

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñ� íîìå� r, ïð� êîòîðî� λjr (x) ≥ λjr (f(x)) � 
x ∈ Cjr . Ï� ïðåäûäóùå� òåîðåì� íàéäåòñ� 

m+1

x∗ ∈ Ci ⇒ λi(x
∗) ≥ λi(f(x∗)), i = 1, ..., m + 1. 

i=1 

Í� 
m+1 m+1

λi(x
∗) = λi(f(x∗)) = 1. 

i=1 i=1 

266




∑ ∑

∑

∑ ∑

Ïðèëîæåíè�


Ïîýòîì� 

λi(x
∗) = λi(f(x∗)), i = 1, ..., m + 1 x∗ = f(x∗).⇒ 

Äîêàçàòåëüñòâ� òåîðåì� 12.1 (Êàêóòàíè). Êà� � ïð� äîêàçà
òåëüñòâ� òåîðåì� Áðàóýðà, áå� ïîòåð� îáùíîñò� ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� âû
ïóêëû� êîìïàê� Z èìåå� ìàêñèìàëüíó� ðàçìåðíîñò� m. 

Ïóñò� K = x1 xm+1 − m-ìåðíû� ñèìïëåê� � Em . Ï� òåîðåì� Ï.2 · · · 
(ñì. Ï3) íàéäåòñ� ãîìåîìîðôèç� ϕ : K Z. Ðàññìîòðè� ïîñëåäîâà→
òåëüíîñò� {πk} ñèìïëèöèàëüíû� ðàçáèåíè� ñèìïëåêñ� K, äë� êîòîðî� 
lim δ(πk) = 0. Äë� ïðîèçêîëüíîã� k îïðåäåëè� ñëåäóþùå� íåïðåðûâíî� 
k→∞
îòîáðàæåíè� Φk : K Z. Äë� ëþáî� âåðøèí� x è� {πk} âûáåðå� òî÷ê� →
Φk(x) ∈ Φ(ϕ(x)) � çàòå� ïðîäîëæè� îòîáðàæåíè� ëèíåéí� í� êàæäû� è� 
ñèìïëåêñîâ, âõîäÿùè� � {πk}, ò.å. åñë� 

m+1 m+1

x = λjx
j, λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, ..., m + 1, 

j=1 j=1 

− òî÷ê� ñèìïëåêñ� x1 xm+1 ∈ {πk}, ò� ïîëàãàå� · · · 

m+1

Φk(x) = Φk(xj). 
j=1 

Î÷åâèäíî, ÷ò� ïîñëåäíå� ðàâåíñòâ� îïðåäåëÿå� íåïðåðûâíî� îòáðàæå
íè� Φk : K Z. Òîãä� fk = ϕ−1Φk : K K ÿâëÿåòñ� íåïðåðûâíû� → → 

k kîòîáðàæåíèå� � èìåå� íåïîäâèæíó� òî÷ê� x . Ïóñò� x ïðèíàäëåæè� 
ñèìïëåêñ� x1k xm+1k ∈ {πk}, ò.å. · · · 

m+1 m+1

x k = λkj x
jk, λkj = 1, λkj ≥ 0, j = 1, ..., m + 1. 

j=1 j=1 

Í� óìàëÿ� îáùíîñòè, ìîæí� ñ÷èòàòü, ÷ò� ïîñëåäîâàòåëüíîñò� 
{xk}, {xjk},{λkj },{Φk(xjk)}, j = 1, ..., m + 1, ñõîäÿòñ� ïð� k → ∞. Ïî
ñêîëüê� äèàìåòð� ñèìïëåêñî� x1k xm+1k ñòðåìÿòñ� � íóëþ, ïîñëåäî· · · 
âàòåëüíîñò� {xk} � {xjk} äîëæí� èìåò� îáùè� ïðåäå� x∗ ∈ K. Ïóñò� 

lim λkj = λ∗ j , lim Φk(xjk) = ηj, j = 1, ..., m + 1. 
k→∞ k→∞ 
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m+1

ϕ(x k) = Φk(x k) = λj
kΦk(xjk) (Π.2) 

j=1 

� lim ϕ(xjk) = ϕ(x∗), lim ϕ(xk) = ϕ(x∗) � ñèë� íåïðåðûâíîñò� îòáðàæå
k→∞	 k→∞

íè� ϕ. Ïåðåõîä� � ðàâåíñòâ� (Π.2) � ïðåäåë� ïð� k →∞, ïîëó÷è� 

m+1 m+1

ϕ(x∗) = λ∗ηj, λ∗ = 1, λj 
∗ ≥ 0, j = 1, ..., m + 1.j j


j=1 j=1


È� çàìêíóòîñò� îòîáðàæåíè� Φ âûòåêàåò, ÷ò�

ηj ∈ Φ(ϕ(x∗)), j = 1, ..., m + 1. Ïîñêîëüê� ìíîæåñòâ� Φ(ϕ(x∗)) âûïóêëî,

òî÷ê� ϕ(x∗) åì� ïðèíàäëåæè� � ÿâëÿåòñ� èñêîìîé.
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é
é
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Óêàçàòåë� îáîçíà÷åíè�


Óêàçàòåë� îáîçíà÷åíè� 

Em − m-ìåðíî� åâêëèäîâ� ïðîñòðàíñòâ� âåêòîðî� x = (x1, ..., xm) ñ� 〈 � m √� � 
ñêàëÿðíû� ïðîèçâåäåíèå� x, y = xiyi � íîðìî� x = x, x ; 

i=1 

| | 

Argmax f(x) = {x� ∈ X f(x′) = max f(x)} − ìíîæåñòâ� òî÷å� ìàê
x∈X 

| 
x∈X 

ñèìóì� ôóíêöè� f, îïðåäåëåííî� í� ìíîæåñòâ� X; 
Argmin f(x) = {x� ∈ X f(x′) = min f(x)}; 

x∈X 
| 

x∈X 
{ak} − ïîñëåäîâàòåëüíîñò� ýëåìåíòî� ak, k = 1, 2, ...; 
EX, V arX − ìàòåìàòè÷åñêî� îæèäàíè� � äèñïåðñè� ñëó÷àéíî� âå

ëè÷èí� X; 
e − âåêòîð, âñ� êîìïîíåíò� êîòîðîã� ðàâí� 1; 
el − âåêòîð, l-à� êîìïîíåíò� êîòîðîã� ðàâí� 1, � îñòàëüíû� êîìïî

íåíò� − íóëåâûå; 
2S − ìíîæåñòâ� âñå� ïîäìíîæåñò� ìíîæåñòâ� S; 
|S| − ÷èñë� ýëåìåíòî� êîíå÷íîã� ìíîæåñòâ� S; 
Cn − ÷èñë� ñî÷åòàíè� è� m ï� n;m

def

= − "ðàâí� ï� îïðåäåëåíèþ"; 
∀ ∃ ⇒ ⇔ − êâàíòîð� "äë� âñÿêîãî", "íàéäåòñÿ", ëîãè÷åñêè� 

ñâÿçê� "ñëåäóåò"� "òîãä� � òîëüê� òîãäà, êîãäà"; 
∅ − ïóñòî� ìíîæåñòâî; 
− êîíå� äîêàçàòåëüñòâà. 
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